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Introducción

La Topoloǵıa es la disciplina matemática de origen geométrico que estudia las
propiedades intŕınsecas de la posición de un objeto que no cambian cuando se
someten a cierto tipo de transformaciones llamadas funciones continuas. Los objetos
de estudio se llaman espacios topológicos y son parejas de la forma (X, τ), donde X es
un conjunto y τ es una familia de subconjuntos de X (entre los que se encuentran el
vaćıo y el total) que es cerrada bajo uniones arbitrarias y bajo intersecciones finitas.
En este caso τ es llamada una topoloǵıa para X y a los elementos de τ se les llama
abiertos. Además, decimos que W ⊂ X es cerrado en X si y sólo si X −W ∈ τ. Aśı,
una topoloǵıa para X también está determinada por sus conjuntos cerrados.

Para un espacio topológico (X, τ), una sucesión de elementos en X es una función
f : N −→ X. Si f(n) = xn para cada n ∈ N, entonces la sucesión se representa por el
śımbolo {xn}n∈N y los valores de f , esto es, los elementos xn, se llaman términos de la
sucesión. Decimos que una sucesión {xn}n∈N de elementos de X converge a un punto
w ∈ X, si para cualquier U ∈ τ tal que w ∈ U, existe m ∈ N tal que xn ∈ U para cada
n ≥ m. Podemos representar el concepto anterior escribiendo simplemente: xn −→ w.
A w se le llama punto ĺımite de la sucesión {xn}n∈N.

Los espacios métricos son un caso particular de espacios topológicos. En estos
espacios un conjunto es cerrado si y sólo si contiene a todos los puntos ĺımite de sus
sucesiones convergentes. Como los conjuntos cerrados determinan a los abiertos,
entonces las sucesiones convergentes caracterizan la topoloǵıa en un espacio métrico.

En esta tesis estudiaremos brevemente el concepto de convergencia de sucesiones o
convergencia secuencial en los espacios topológicos de estrechez numerable,
secuenciales, de Fréchet y primero numerables. Analizaremos la influencia de las
sucesiones convergentes en la topoloǵıa para dichos espacios. El Caṕıtulo 1 consta de
conceptos básicos que son fundamentales para una lectura accesible de este
trabajo. El Caṕıtulo 2 está dedicado al concepto central, convergencia de sucesiones,
donde presentaremos el comportamiento de las sucesiones convergentes en distintos
espacios topológicos. En los caṕıtulos 3, 4, 5 y 6 veremos cómo se relacionan los espacios
topológicos de estrechez numerable, secuenciales, de Fréchet y primero numerables, y
su comportamiento con respecto a algunas estructuras topológicas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presenta notación, definiciones y propiedades fundamentales
para el desarrollo de los siguientes Se analizan brevemente los espacios topológicos y
métricos. Especialmente se estudian las topoloǵıas inducidas por funciones.

1.1. Conjuntos y funciones

Notación 1.1. El śımbolo N denotará al conjunto de los números naturales y el śımbolo
ω denotará al primer ordinal infinito, esto es, ω = {0}∪N; y al primer cardinal infinito.

Notación 1.2. Denotaremos por ω1 al primer ordinal infinito no numerable.
Además ω + 1 = ω ∪ {ω} con el orden lineal.

Definición 1.3. Sea A 6= ∅ un conjunto. Decimos que A es

finito si existen n ∈ N y una función biyectiva f : A→ {1, 2, · · · , n}.

numerable si existe una función biyectiva f : A→ N.

a lo más numerable si A es un conjunto finito o numerable.

Notación 1.4. Sean X, Y conjuntos. Entonces Y X = {f : X → Y
∣∣ f es función }.

La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [6, Sección 1.14, b), p. 8].

Teorema 1.5. Si {En}n∈N es una colección de conjuntos numerables, entonces
⋃
n∈N

En

es numerable.

Proposición 1.6. Sea m ∈ N. Entonces se satisface que:

i) 1
m
< m+2

m2+m
.

ii) Si m 6= 1 se cumple que m+2
m2+m

< 1
m−1

.
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8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposición 1.7. Sean X, Y dos conjuntos y f : X → Y una función suprayectiva.
Para cada W ⊂ X se satisface que {y ∈ Y : f−1({y}) ⊂ W} = Y − f(X −W ).

Demostración. Sea z ∈ Y tal que f−1({z}) ⊂ W . Se tiene que X−W ⊂ X−f−1({z}).
Además X−f−1({z}) = f−1(Y )−f−1({z}). Como f−1(Y )−f−1({z}) = f−1(Y −{z}),
se deduce que X −W ⊂ f−1(Y − {z}). Luego f(X −W ) ⊂ f(f−1(Y − {z})). De que
f es suprayectiva se sigue que f(f−1(Y − {z})) = Y − {z}. Aśı, f(X −W ) ⊂ Y − {z}.
Es decir, z ∈ Y − f(X −W ). Por lo tanto {y ∈ Y : f−1({y}) ⊂ W} ⊂ Y − f(X −W ).
Por otra parte, sea z ∈ Y − f(X−W ) y supongamos que f−1({z})∩ (X−W ) 6= ∅. Sea
k ∈ f−1({z}) ∩ (X −W ). Aseguramos que f(k) = z y f(k) ∈ f(X −W ). Obtenemos
que z ∈ f(X −W ), esto no es posible. Garantizamos que f−1({z}) ∩ (X −W ) = ∅, de
donde f−1({z}) ⊂ W . Entonces Y −f(X−W ) ⊂ {y ∈ Y : f−1({y}) ⊂ W}. Concluimos
que {y ∈ Y : f−1({y}) ⊂ W} = Y − f(X −W ).

1.2. Espacios topológicos

Las definiciones que no se escriban se consideraran como en [5].

Definición 1.8. Sean X un conjunto y τ una familia de subconjuntos de X. Decimos
que τ es una topoloǵıa para X si satisface las siguientes condiciones:

i. ∅, X ∈ τ.

ii. Si C ⊂ τ , entonces
⋃
C ∈ τ.

iii. Si A,B ∈ τ, entonces A ∩B ∈ τ.

Si τ es una topoloǵıa para X, a los elementos de τ los llamamos abiertos en X.
A la pareja (X, τ) se le llama espacio topológico.

Definición 1.9. Sean (X, τ) un espacio topológico y x ∈ X. Decimos que x es un
punto aislado de X si {x} ∈ τ .

Definición 1.10. Sean (X, τX) un espacio topológico y Y ⊂ X. Al espacio topológico
(Y, τY ) donde τY = {Y ∩ U : U ∈ τX} se le llama subespacio de (X, τX).

Proposición 1.11. Sea {(Xα, τα) : α ∈ I} una familia de espacios topológicos ajenos

dos a dos. Sea X =
⋃
α∈I

Xα. Definamos τ = {U ⊂ X : U ∩Xα ∈ τα, ∀α ∈ I}. Entonces

(X, τ) es un espacio topológico.

Demostración. Para cada α ∈ I, tenemos que ∅ ∩ Xα = ∅ ∈ τα. Entonces ∅ ∈ τ .
Por otro lado, para cada β ∈ I se tiene que Xβ ⊂ X, y X ∩ Xβ = Xβ ∈ τβ.
Aseguramos que X ∈ τ .

Sea {Pσ : σ ∈ J} una familia arbitraria de elementos de τ . Para cada σ ∈ J , se satisface
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que Pσ ∩ Xα ∈ τα para cada α ∈ I. Sea β ∈ I. De que(⋃
σ∈J

Pσ

)
∩ Xβ =

⋃
σ∈J

(Pσ ∩ Xβ) y
⋃
σ∈J

(Pσ ∩ Xβ) ∈ τβ garantizamos que(⋃
σ∈J

Pσ

)
∩Xβ ∈ τβ. Aśı,

⋃
σ∈J

Pσ ∈ τ .

Finalmente, sean A,B ∈ τ . Para cada β ∈ I, se deduce que (A ∩ B) ∩ Xβ =
(A ∩ Xβ) ∩ (B ∩ Xβ) y (A ∩ Xβ) ∩ (B ∩ Xβ) ∈ τβ. Es decir, (A ∩ B) ∩ Xβ ∈ τβ.
Por lo tanto A ∩B ∈ τ .

Concluimos que (X, τ) es un espacio topológico.

Denotamos con
⊕
α∈I

Xα al espacio topológico de la Proposición 1.11. Llamamos suma

topológica de la familia {(Xα, τα) : α ∈ I} al espacio
⊕
α∈I

Xα.

Definición 1.12. Sean (X, τ) un espacio topológico y P ⊂ X. Un punto de
adherencia a P , es un elemento x ∈ X tal que para cada U ∈ τ que satisface que
x ∈ U, se tiene que U ∩ P 6= ∅. Al conjunto ClX(P ) de puntos de adherencia a P se le
llama cerradura del conjunto P en X.

De la Definición 1.12 se deduce la siguiente proposición.

Proposición 1.13. Sean (X, τ) un espacio topológico, y A,B subconjuntos de X.

i. Si A ⊂ B entonces ClX(A) ⊂ ClX(B).

ii. A ⊂ ClX(A).

iii. A es cerrado en X si y sólo si A = ClX(A).

La demostración del siguiente teorema puede consultarse en [6, Teorema 7.2, p. 44]

Teorema 1.14. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, y f : X → Y una función.
Entonces f es continua si y sólo si para cada E ⊂ X, f(ClX(E)) ⊂ ClY (f(E)).

El siguiente teorema puede cosultarse en [1, Teorema 8.3, pp. 79 - 80]

Teorema 1.15. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, y f : X → Y una función.
Entonces f es continua si y sólo si para cada B ⊂ Y , ClX(f−1(B)) ⊂ f−1(ClY (B)).

Proposición 1.16. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos, y f : X → Y una
función suprayectiva. Entonces f(X − ClX(f−1(W ))) ∩W = ∅ para cada W ⊂ Y .

Demostración. Sea W ⊂ Y . Del inciso ii) de la Proposición 1.13 se deduce que
f−1(W ) ⊂ ClX(f−1(W )). Aśı garantizamos que X − ClX(f−1(W )) ⊂ X − f−1(W ).
Con las igualdades X − f−1(W ) = f−1(Y ) − f−1(W ) = f−1(Y −W ) aseguramos que
X−ClX(f−1(W )) ⊂ f−1(Y −W ). Por lo que f(X−ClX(f−1(W ))) ⊂ f(f−1(Y −W )).
Como f es una función suprayectiva, se sigue que f(X−ClX(f−1(W ))) ⊂ Y −W . Con
esto se concluye que f(X − ClX(f−1(W ))) ∩W = ∅.
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Definición 1.17. Sean (X, τ) un espacio topológico, A ⊂ X y x ∈ X. Diremos que x es
un punto ĺımite de A si para cada U ∈ τ tal que x ∈ U se cumple que A∩U−{x} 6= ∅.
El conjunto A′X de puntos ĺımite de A se llama conjunto derivado de A en X.

1.2.1. Bases, bases locales y producto topológico

Definición 1.18. Sean (X, τ) un espacio topológico y B ⊂ τ. Decimos que B es base
de τ si para cada A ∈ τ y para todo a ∈ A, existe B ∈ B tal que a ∈ B ⊂ A.

Proposición 1.19. Sean X un conjunto y β una colección de subconjuntos de X tal
que

⋃
β = X. Si para todo x ∈ X y para cada A1, A2 ∈ β de modo que x ∈ A1 ∩ A2,

existe A3 ∈ β que satisface que x ∈ A3 ⊂ A1 ∩ A2, entonces τ = {∅} ∪ {
⋃
D : D ⊂ β}

es topoloǵıa para X y β es base de τ .

Notación 1.20. Sea κ un número cardinal. Sea ω el primer ordinal infinito numerable.
Definimos Xκ = {cκ} ∪ {(x, y) ∈ κ × ω}, donde cκ /∈ κ × ω. Para cada f ∈ ωκ, sea
Bf = {cκ} ∪ {(a, b) ∈ κ× ω : b ≥ f(a)}.

Proposición 1.21. La colección Bκ = {Bf : f ∈ ωκ} ∪ {{(x, y)} : (x, y) ∈ κ × ω}
es base para una topoloǵıa τκ en Xκ. El śımbolo S(κ) denotará al espacio topológico
(Xκ, τκ).

Demostración. Notemos que
⋃
Bκ = Xκ. Sea p ∈ Xκ. Entonces p = cκ ó p ∈ κ×ω.

Sean B1, B2 ∈ Bκ tales que p ∈ B1 ∩ B2. Si p ∈ κ × ω, basta hacer B3 = {p}. Si
p = cκ, existen f1, f2 ∈ ωκ tales que B1 = Bf1 , B2 = Bf2 . Aśı, vamos a definir g ∈ ωκ
mediante g(a) =máx {f1(a), f2(a)} para cada a ∈ κ. De este modo, p ∈ Bg ⊂ B1 ∩B2.
La conclusión es inmediata de la Proposición 1.19.

Definición 1.22. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una colección B ⊂ τ es llamada
una subbase para τ , si la familia de todas las intersecciones finitas de elementos de B
es una base de τ .

Definición 1.23. Sean I un conjunto de ı́ndices y {(Xα, τα) : α ∈ I} una familia
de espacios topológicos. Definimos la función proyección πα :

∏
β∈I Xβ → Xα por

πα((xβ)β∈I) = xα para cada α ∈ I.

Definición 1.24. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios topológicos. Definimos las funciones
proyección mediante πX : X × Y → X y πY : X × Y → Y .

Definición 1.25. Sea I un conjunto de ı́ndices. Sea (Xα, τα) un espacio topológico para
cada α ∈ I. La topoloǵıa producto sobre

∏
α∈I

Xα es aquella que tiene por subbase al

conjunto B = {π−1
β (Uβ) : β ∈ I, Uβ ∈ τβ}.

Observación 1.26. Si I es finito, entonces la topoloǵıa producto tiene como base

a la colección B =

{∏
α∈I

Uα : Uα ∈ τα, ∀α ∈ I

}
.
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Notación 1.27. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. El śımbolo τX×Y
indicará la topoloǵıa producto para X × Y .

Definición 1.28. Sean (X, τ) un espacio topológico, B ⊂ τ y x0 ∈ X. Decimos que
B es una base local de x0, si para todo U ∈ τ tal que x0 ∈ U , existe V ∈ B tal que
x0 ∈ V ⊂ U y x0 ∈ W para cada W ∈ B.

Corolario 1.29. Cada punto de κ × ω es un punto aislado en S(κ). La colección
B = {Bf : f ∈ ωκ} es una base local para cκ en S(κ).

La siguiente proposición se deduce de las Definiciones 1.12 y 1.17.

Proposición 1.30. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X, ClX(A) = A ∪ A′X .

1.2.2. Topoloǵıas inducidas por funciones

Teorema 1.31. Sean (X, τX) un espacio topológico, Y un conjunto y f : X → Y una
función. Si τf = {B ⊂ Y : f−1(B) ∈ τX}, entonces τf es una topoloǵıa para Y .

Demostración. Como ∅, Y ⊂ Y tales que f−1(∅) = ∅ ∈ τX y f−1(Y ) = X ∈ τX ,
garantizamos que ∅, Y ∈ τf .

Sea {Bi : i ∈ I} una familia arbitraria de elementos de τf . Entonces Bi ⊂ Y tal que

f−1(Bi) ∈ τX para cada i ∈ I. Aśı,
⋃
i∈I

f−1(Bi) ∈ τX . Como
⋃
i∈I

f−1(Bi) = f−1

(⋃
i∈I

Bi

)
,

se infiere que
⋃
i∈I

Bi ∈ τf .

Ahora, sean A,B ∈ τf . Se sigue que f−1(A)∩f−1(B) ∈ τX . Dado que f−1(A)∩f−1(B) =
f−1(A ∩B), se deduce que A ∩B ∈ τf .

Por lo tanto τf es una topoloǵıa para Y .

Las proposiciones de esta sección son inmediatas del Teorema 1.31.

Notación 1.32. El śımbolo (R, τ(u,R)) denota la topoloǵıa usual para R.

Notación 1.33. El śımbolo (R2, τ(u,R2)) indica la topoloǵıa usual para R2 donde τ(u,R2) =
{A ⊂ R2 : para cada (x, y) ∈ A existe ε > 0 tal que (x− ε, x+ ε)× (y− ε, y+ ε) ⊂ A}.

Notación 1.34. Denotamos por S al conjunto {0} ∪ { 1
n

: n ∈ N}, y para cada m ∈ N,
sea Sm = {0} ∪ { 1

n
: n ≥ m}.

Lema 1.35. Dotamos a S con la topoloǵıa de subespacio de (R, τ(u,R)), τS. Cada punto
de S − {0} es aislado y la familia {Sm : m ∈ N} es una base local de 0 en S.
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Demostración. Mostraremos que cada punto de S −{0} es aislado. Sea x ∈ S −{0}.
Aśı, x = 1

m
para algún m ∈ N. De la Proposición 1.6 obtenemos que

{ 1
m
} = S ∩

(
1

m+1
, m+2
m2+m

)
. Por lo que x es un punto aislado en S.

Ahora, probaremos que la familia {Sm : m ∈ N} es una base local de 0 en S.
Veamos que {Sm : m ∈ N} ⊂ τS. Sea m ∈ N. De la Proposición 1.6 obtenemos que
Sm = S ∩

(
−1

2
, m+2
m2+m

)
, es decir, Sm ∈ τS. Finalmente, sea U ∈ τS tal que 0 ∈ U . Por

lo que existe V ∈ τ(u,R) de modo que 0 ∈ U = S ∩ V . Entonces existe ε > 0 tal que
0 ∈ (−ε, ε) ⊂ V . Además, existe M ∈ N tal que 0 ∈ SM ⊂ U .

Notación 1.36. Sea Υ el subespacio ((R − {0}) × {0}) ∪ (S × {1}) de (R2, τ(u,R2))
(ver Figura 1.1) y definimos f : Υ→ R mediante f(x, y) = x.

Figura 1.1: Υ.

Proposición 1.37. La pareja R† = (R, τf ) es un espacio topológico.

Notación 1.38. Sean P(τ(u,R)) = {U ∈ τ(u,R) : existe m ∈ N tal que 1
n
∈ U, ∀n ≥ m}

y W = {{0} ∪ U : U ∈ P(τ(u,R))}.

Proposición 1.39. La familia U = τ(u,R) ∪W es base para R† (ver Proposición 1.37).

Demostración. Veamos que U ⊂ τf . Sea V ∈ U . Supongamos que V ∈ τ(u,R). Como
f−1(V ) = (V × R) ∩ Υ, concluimos que V ∈ τf . Si V ∈ W , existe U ∈ P(τ(u,R)) tal
que V = {0} ∪ U . Aśı, U ∈ τ(u,R) y existe M ∈ N tal que 1

n
∈ U para cada n ≥ M .

Además f−1(V ) = f−1({0} ∪ U) = f−1({0}) ∪ f−1(U) = {(0, 1)} ∪ ((U ×R) ∩Υ). Ob-
servemos que si (0, 1) ∈ (U ×R)∩Υ, entonces f−1(V ) = (U ×R)∩Υ. Supongamos que
(0, 1) /∈ (U × R) ∩ Υ. Tenemos que ((− 1

M
, 1
M

) × (1
2
, 3

2
)) ∩ Υ = {(0, 1)} ∪ {( 1

n
, 1) :

n > M}. Del hecho que ( 1
n
, 1) ∈ (U × R) ∩ Υ para cada n ≥ M , se sigue que

(((− 1
M
, 1
M

) × (1
2
, 3

2
)) ∩ Υ) ∪ ((U × R) ∩ Υ) = {(0, 1)} ∪ ((U × R) ∩ Υ). Esto signifi-

ca que f−1(V ) = (((− 1
M
, 1
M

)× (1
2
, 3

2
))∪ (U ×R))∩Υ. En cualquier caso obtenemos que

f−1(V ) ∈ τΥ. Se deduce que V ∈ τf . Por lo tanto U ⊂ τf .
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Ahora, sea U ∈ τf y x ∈ U . Entonces f−1(U) ∈ τΥ. Tenemos que f−1(U) = V ∩ Υ
para algún V ∈ τ(u,R2).

CASO I. x = 0
Tenemos que (0, 1) ∈ f−1(U). Aśı, existe ε > 0 tal que ((−ε, ε)× (1− ε, 1 + ε)) ∩Υ ⊂
V ∩Υ. Luego, existe M ∈ N tal que 1

M
< ε. Aseguramos que ( 1

n
, 1) ∈ ((−ε, ε)×(1−ε, 1+

ε))∩Υ ⊂ V ∩Υ para cada n ≥M . Además, f(( 1
n
, 0)) ∈ f(((−ε, ε)×(1−ε, 1+ε))∩Υ) ⊂

f(f−1(U)) para cada n ≥ M , por lo tanto 1
n
∈ U para cada n ≥ M . Obtenemos que

para cada n ≥ M , existe εn > 0 tal que ( 1
n
, 0) ∈ (( 1

n
− εn, 1

n
+ εn) × (−εn, εn)) ∩ Υ ⊂

V ∩ Υ. Entonces f(( 1
n
, 0)) ∈ f((( 1

n
− εn, 1

n
+ εn) × (−εn, εn)) ∩ Υ) ⊂ f(V ∩ Υ) ⊂ U ,

para cada n ≥ M . Notemos que f

( ⋃
n≥M

((
1

n
− εn,

1

n
+ εn

)
× (−εn, εn)

)
∩Υ

)
=

⋃
n≥M

(
1

n
− εn,

1

n
+ εn

)
. Sea K =

⋃
n≥M

(
1

n
− εn,

1

n
+ εn

)
. Como K ∈ τ(u,R) y 1

n
∈ K

para todo n ≥ M , deducimos que K ∈ P(τ(u,R)). Se sigue que {0} ∪ K ∈ W y
x ∈ {0} ∪K ⊂ U .

CASO II. x 6= 0
Tenemos que (x, 0) ∈ f−1(U). Se infiere que (x, 0) ∈ V y aśı, existe ε ∈ (0, |x|) tal que
(x, 0) ∈ ((x−ε, x+ε), (−ε, ε))∩Υ ⊂ V ∩Υ. Esto implica que f((x, 0)) ∈ f(((x−ε, x+ε)×
(−ε, ε))∩Υ) ⊂ f(f−1(U)). Como f(((x−ε, x+ε)×(−ε, ε))∩Υ) = (x−ε, x+ε) ∈ τ(u,R),
basta hacer B = (x− ε, x+ ε) para decir que existe B ∈ U tal que x ∈ B ⊂ U . Por lo
tanto U es base de τf .

Notación 1.40. Sea M = ({ 1
m

: m ∈ N} × S) ∪ {(0, 0)} (ver Figura 1.2). Dotamos a
S × ω (ver Figura 1.3) con la topoloǵıa producto, τS×ω, y definimos ρ : S × ω →M de
la siguiente manera:

ρ((x, y)) =


(x, y) , si y = 0(

1
m
, 0
)
, si (x, y) = (0,m), m ∈ N(

1
m
, 1
n

)
, si (x, y) =

(
1
n
,m
)
, m ∈ N
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Figura 1.2: M .

Figura 1.3: S × ω.

Proposición 1.41. La pareja (M, τρ) es un espacio topológico y satisface que:

i) Para cada m ∈ ω y para cada n ∈ N, Sn × {m} ∈ τS×ω (ver Notación 1.34).

ii) Para cada m ∈ ω, Cm = {Sn × {m} : n ∈ N} es base local para (0,m) ∈ S × ω.

iii) Si n ∈ N y m ∈ ω, entonces
(

1
n
,m
)

es un punto aislado en S × ω.

iv) Para cada m,n ∈ N, se tiene que
(

1
m
, 1
n

)
es un punto aislado en M .

v) Para cada m ∈ N, M = {{ 1
m
} × Sn

∣∣n ∈ N} es base local para
(

1
m
, 0
)

en M .
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vi) Para cada m ∈ N y para cada h ∈ NN, sea

Qm
h = {(0, 0)} ∪

(⋃
n≥m

({
1

n

}
× Sh(n)

))
(ver Notación 1.34). Entonces

Q = {Qm
h

∣∣ h ∈ NN, m ∈ N} es base local para (0, 0) en M .

Demostración. Los incisos i) y iii) son inmediatos del Lema 1.35.

Probaremos el inciso ii). Sea m ∈ ω. El inciso i) garantiza que Cm ⊂ τS×ω. Sea U ∈ τS×ω
tal que (0,m) ∈ U . Por Lema 1.35 existe Nm ∈ N tal que (0,m) ∈ SNm × {m} ⊂ U .

Demostraremos el inciso iv). Sean m,n ∈ N. Como ρ−1({
(

1
m
, 1
n

)
}) = {( 1

n
,m)}, del

inciso iii) obtenemos que ρ−1({
(

1
m
, 1
n

)
}) ∈ τS×ω. Esto significa que {

(
1
m
, 1
n

)
} ∈ τρ.

Verificaremos el inciso v). Sea m ∈ N. Veamos que M ⊂ τρ. Sea n ∈ N.
Tenemos que ρ−1

(
{ 1
m
} × Sn

)
= {( 1

m
, 0)} ∪ (Sn × {m}). Por incisos i) y iii)

deducimos que {( 1
m
, 0)} ∪ (Sn × {m}) ∈ τS×ω. Por lo que { 1

m
} × Sn ∈ τρ, es decir,

M⊂ τρ. Ahora, sea U ∈ τρ tal que
(

1
m
, 0
)
∈ U . Aśı, ρ−1(U) ∈ τS×ω y (0,m) ∈ ρ−1(U).

Por inciso ii), existe N ∈ N de modo que (0,m) ∈ SN × {m} ⊂ ρ−1(U). Esto implica
que

(
1
m
, 0
)
∈ ρ(SN×{m}) ⊂ U . Como ρ(SN×{m}) = { 1

m
}×SN , concluimos la prueba.

Finalmente, veremos que el inciso vi) es cierto. Mostraremos que Q ⊂ τρ. Sean

h ∈ NN y m ∈ N. Como ρ−1(Qm
h ) = (Sm × {0}) ∪

(⋃
s≥m

(Sh(s) × {s})

)
, del inciso i)

deducimos que ρ−1(Qm
h ) ∈ τS×ω. Aśı, Qm

h ∈ τρ. Por lo que Q ⊂ τρ.

Ahora, sea U ∈ τρ tal que (0, 0) ∈ U . Entonces ρ−1(U) ∈ τS×ω y (0, 0) ∈ ρ−1(U).
El inciso ii) asegura que existe N ∈ N de manera que (0, 0) ∈ SN × {0} ⊂ ρ−1(U). Se
sigue que (0, 0) ∈ ρ(SN×{0}) ⊂ U . Esto implica que ( 1

n
, 0) ∈ U para cada n ≥ N . Por lo

que (0, n) ∈ ρ−1(U) para cada n ≥ N . Nuevamente, el inciso ii) garantiza que para cada
n ≥ N , existe Mn ∈ N tal que (0, n) ∈ SMn ×{n} ⊂ ρ−1(U). Luego, ρ(SMn ×{n}) ⊂ U
para cada n ≥ N . Tenemos que ρ(SMn × {n}) = { 1

n
} × SMn para cada n ≥ N .

Consideremos g ∈ NN definida por g(n) = Mn para cada n ≥ N y g(n) = 1

para cada n < N . Se concluye que {(0, 0)} ∪

(⋃
n≥N

({
1

n

}
× Sg(n)

))
= QN

g . Además,

(0, 0) ∈ QN
g ⊂ U .

Notación 1.42. Dado P un subconjunto de R y t ∈ R, denotamos por ∆(P, t) al
conjunto {(x, tx) : x ∈ P}.

Notación 1.43. Sea S(ω) =
⋃
m∈N

∆
(
S, 1

m

)
(ver Figura 1.4). Para h ∈ NN,

sean Ψh =
⋃
m∈N

∆
(
Sh(m),

1
m

)
y Φh =

⋃
m∈N

(
Sh(m) × {m}

)
. Dotamos a S × N con la
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topoloǵıa producto τS×N y definimos g : S × N→ S(ω) de la siguiente manera:

g((x,m)) =
(
x,
x

m

)
.

Figura 1.4: S(ω).

Proposición 1.44. La pareja (S(ω), τg) es un espacio topológico y tiene las siguientes
propiedades:

i. g−1(Ψh) = Φh para cada h ∈ NN.

ii. Si U ∈ τS×N tal que {0} × N ⊂ U , entonces existe e ∈ NN tal que
{0} × N ⊂ g−1(Ψe) ⊂ U .

iii. Cada punto de S(ω)− {(0, 0)} es un punto aislado.

iv. La familia B = {Ψh

∣∣ h ∈ NN} es una base local para (0, 0) en S(ω).

v. (S(ω), τg) es un espacio de Hausdorff .

Demostración. Probaremos el inciso i). Sea h ∈ NN. Notemos que si m ∈ N,
entonces g(Sh(m)×{m}) = ∆(Sh(m),

1
m

). Aśı, se tiene que g(Φh) = Ψh. Esto implica que
Φh ⊂ g−1(Ψh). Veamos que g−1(Ψh) ⊂ Φh. Sea (x,m) ∈ S × N tal que g(x,m) ∈ Ψh.
Si x = 0, entonces (x,m) ∈ Φh. Supongamos que x 6= 0. Esto implica que x = 1

n
para

algún n ∈ N. Entonces g(x,m) ∈ ∆(Sh(m),
1
m

). De aqúı se deduce que n ≥ h(m). Por lo
que (x,m) ∈ Φh.
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Para probar la afirmación ii), por Lema 1.35, para cada m ∈ N, existe Nm ∈ N
tal que SNm × {m} ⊆ U . Definimos e : N → N mediante e(m) = Nm. Tenemos que
Φe ⊂ U . Además, {0} × N ⊂ Φe y por el inciso anterior g−1(Ψe) = Φe.

Para el inciso iii), sean n,m ∈ N. Observemos que g−1({( 1
n
, 1
nm

)}) = {( 1
n
,m)}. Del

Lema 1.35, se sigue que {( 1
n
,m)} ∈ τS×N. Por lo tanto, {( 1

n
, 1
nm

)} ∈ τg, es decir, ( 1
n
, 1
nm

)
es un punto aislado.

Para verificar el inciso iv), sea h ∈ NN. Del inciso i), tenemos que g−1(Ψh) = Φh.
Aśı, basta verificar que Φh ∈ τS×N. Por Lema 1.35, se tiene que Sh(m) × {m} ∈ τS×N
para cada m ∈ N. Entonces Φh =

⋃
m∈N

Sh(m) × {m} ∈ τS×N. Ahora, sea U ∈ τg tal que

(0, 0) ∈ U . Tenemos que {0} × N ⊂ g−1(U) ∈ τS×N. Por inciso ii) existe e ∈ NN tal
que {0} × N ⊂ g−1(Ψe) ⊂ g−1(U). Del inciso i) obtenemos que (0, 0) ∈ Ψe ⊂ U . Por lo
tanto B es base local de (0, 0) en S(ω).

Mostraremos que S(ω) es de Hausdorff. Sean x, y ∈ S(ω) tales que x 6= y.

CASO I. x, y ∈ S(ω)− {(0, 0)}.
El inciso iii) garantiza que x y y son puntos aislados. Aśı, {x}, {y} ∈ τg tales que
{x} ∩ {y} = ∅.

CASO II. x = (0, 0) y y ∈ S(ω)− {(0, 0)}.
Del inciso iii) se deduce que {y} ∈ τg. Más aún, como y ∈ S(ω) − {(0, 0)}
existen a, b ∈ N tales que y = ( 1

a
, 1
ab

). Consideremos la función h : N → N definida
mediante h(w) = a + 2. El inciso iv) asegura que Ψh ∈ τg. Tenemos que x ∈ Ψh.
Además, Ψh ∩ {y} = ∅. Por lo tanto S(ω) es de Hausdorff.

Notación 1.45. Sean X1 = { 1
m

: m ∈ N} × S, X2 = {2 + 1
m

: m ∈ N} × (S − {0}),
X3 = (S − {0}) × {y : −1 < y ≤ 0}, X4 = {(2, y) : 0 ≤ y ≤ 1}, X5 = {(0,−1)},

Θ =
5⋃
i=1

Xi (ver Notación 1.34, 1.40 y Figura 1.5) y Ξ = M ∪{(0, 1)} (ver Figura 1.6).

Dotamos a Θ con la topoloǵıa de subespacio de (R2, τ(u,R2)), τΘ, y definimos η : Θ→ Ξ
de la siguiente manera:

η((x, y)) =



(x, y), si (x, y) ∈ X1(
1
m
, 1
n

)
, si (x, y) =

(
2 + 1

m
, 1
n

)
para algunos m,n ∈ N(

1
m
, 0
)
, si (x, y) =

(
1
m
, p
)

para algún m ∈ N y para algún −1 < p ≤ 0

(0, 1), si (x, y) = (2, q) para algún 0 ≤ q ≤ 1

(0, 0), si (x, y) = (0,−1)
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Figura 1.5: Θ.

Figura 1.6: Ξ.

Proposición 1.46. La pareja (Ξ, τη) es un espacio topológico y satisface que:

i) Si n,m ∈ N, entonces
(

1
n
, 1
m

)
es un punto aislado.

ii) Si m ∈ N, M = {{ 1
m
} × Sn

∣∣n ∈ N} es base local para
(

1
m
, 0
)
.
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iii) La familia Q = {Qm
h

∣∣ h ∈ NN, m ∈ N} es base local para (0, 0).

iv) Para cada N ∈ N y para cada g, h ∈ NN sea WN
(g,h) =

{(0, 1)} ∪

(⋃
n≥N

({
1

n

}
× (Sg(n) − {0})

))
∪

(⋃
n∈N

(
(Sh(n) − {0})×

{
1

n

}))
.

Entonces W = {W n
(g,h) : n ∈ N, g, h ∈ NN} es base local para (0, 1).

Demostración. Probaremos el inciso i). Sean m,n ∈ N. Definimos
A =

(
1

m+1
, m+2
m2+m

)
×
(

1
n+1

, n+2
n2+n

)
y B =

(
2 + 1

m+1
, 2 + m+2

m2+m

)
×
(

1
n+1

, n+2
n2+n

)
(ver Proposición 1.6). Como η−1({

(
1
m
, 1
n

)
}) = {

(
1
m
, 1
n

)
,
(
2 + 1

m
, 1
n

)
} = Θ ∩ (A ∪ B),

tenemos que η−1({
(

1
m
, 1
n

)
}) ∈ τΘ. Concluimos que

(
1
m
, 1
n

)
es un punto aislado.

Argumentaremos el inciso ii). Sea m ∈ N. Veamos que M ⊂ τη. Sea n ∈ N. Como
η−1({ 1

m
}×Sn) = ({ 1

m
}× (Sn−{0}))∪ ({2 + 1

m
}× (Sn−{0}))∪{

(
1
m
, p
)

: −1 < p ≤ 0}.
Entonces η−1({ 1

m} × Sn) = Θ ∩
((

1
m+1 ,

m+2
m2+m

)
×
(
−1, n+2

n2+n

)
∪
(

2 + 1
m+1 , 2 + m+2

m2+m

)
×
(

0, n+2
n2+n

))
(ver Proposición 1.6). Se garantiza que { 1

m
} × Sn ∈ τη. Por lo que M⊂ τη.

Sea U ∈ τη tal que
(

1
m
, 0
)
∈ U . Tenemos que η−1(U) ∈ τΘ tal que {

(
1
m
, p
)

: −1 <
p ≤ 0} ⊂ η−1(U). Existe ε > 0 de manera que Θ∩ (( 1

m
− ε, 1

m
+ ε)× (−ε, ε)) ⊂ η−1(U).

Esto implica que existe K ∈ N tal que 1
K
< ε. Aseguramos que ( 1

m
, 1
s
) ∈ η−1(U)

para cada s ≥ K, de donde ( 1
m
, 1
s
) ∈ U para cada s ≥ K. Aśı, existe K ∈ N tal que(

1
m
, 0
)
∈ { 1

m
} × SK ⊂ U .

Mostraremos el inciso iii). Verifiquemos que Q ⊂ τη. Sean N ∈ N y h ∈ NN. Sean

A =
⋃
n≥N

(
1

n+ 1
,
n+ 2

n2 + n

)
×
(
−1,

h(n) + 2

h2(n) + h(n)

)
, E = (−1, 1) × (−3

2
, 0) y

D =
⋃
n≥N

(
2 +

1

n+ 1
, 2 +

n+ 2

n2 + n

)
×
(
−1

2
,

h(n) + 2

(h(n))2 + h(n)

)
. Notemos que η−1(QN

h ) =

{(0,−1)} ∪ ((SN − {0}) × {p : −1 < p ≤ 0}) ∪

(⋃
n≥N

({
1

n

}
×
(
Sh(n) − {0}

)))
∪(⋃

n≥N

({
2 +

1

n

}
×
(
Sh(n) − {0}

)))
= Θ ∩ (A ∪D ∪ E). Garantizamos que QN

h ∈ τη.

Concluimos que Q ⊂ τη.

Ahora, sea U ∈ τη tal que (0, 0) ∈ U . Tenemos que η−1(U) ∈ τΘ tal que (0,−1) ∈
η−1(U). Existe ε > 0 de manera que Θ ∩ ((−ε, ε) × (−1 − ε,−1 + ε)) ⊂ η−1(U). Esto
implica que existe K ∈ N tal que 1

K
< ε. Aseguramos que ( 1

n
, p) ∈ η−1(U) para cada

n ≥ K y −1 < p < −1 + ε. Se deduce que ( 1
n
, 0) ∈ U para cada n ≥ K. Del inciso

ii) se obtiene que existe Mn ∈ N tal que
(

1
n
, 0
)
∈ { 1

n
} × SMn ⊂ U para cada n ≥ K.

Definamos h ∈ NN por h(n) = 1 para cada n < K y h(n) = Mn para cada n ≥ K. Es
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decir, existe K ∈ N tal que (0, 0) ∈ QK
h ⊂ U .

Para el inciso iv), primero verificaremos que W ⊂ τη. Sean N ∈ N y g, h ∈ NN. Sean

A =
⋃
n≥N

(
1

n+ 1
,
n+ 2

n2 + n

)
×
(

0,
g(n) + 2

(g(n))2 + g(n)

)
, D =

⋃
n≥N

(
2 +

1

n+ 1
, 2 +

n+ 2

n2 + n

)
×(

−1

2
,

g(n) + 2

(g(n))2 + g(n)

)
, F =

⋃
m∈N

(
2− 1

h(m)
, 2 +

h(m) + 2

(h(m))2 + h(m)

)
×
(

1

m+ 1
,
m+ 2

m2 +m

)
y G =

⋃
m∈N

(
− 1

h(m)
,

h(m) + 2

(h(m))2 + h(m)

)
×
(

1

m+ 1
,
m+ 2

m2 +m

)
(ver Proposición 1.6).

Como η−1(WN
(g,h)) = X4

⋃(⋃
n≥N

({
1

n

}
×
(
Sh(n) − {0}

)))⋃
(⋃
n≥N

({
2 +

1

n

}
×
(
Sh(n) − {0}

)))⋃(⋃
n∈N

(
(Sh(n) − {0})×

{
1

n

}))⋃
(⋃
n∈N

({
2 +

1

m
: m ∈ N,m ≥ h(n)

}
×
{

1

n

}))
= Θ ∩ (A ∪ D ∪ F ∪ G). Por lo que

WN
(g,h) ∈ τη. Concluimos que W ⊂ τη.

Ahora, sea U ∈ τη tal que (0, 1) ∈ U . Tenemos que η−1(U) ∈ τΘ tal que X4 ⊂
η−1(U). Además {(2, 0)} ∪ ({2} × S − {0}) ⊂ X4. Aśı, existe ε0 > 0 tal que Θ ∩
((2 − ε0, 2 + ε0) × (−ε0, ε0)) ⊂ η−1(U) y para cada n ∈ N existe εn > 0 tal que
Θ ∩ ((2 − εn, 2 + εn) × ( 1

n
− εn, 1

n
+ εn)) ⊂ η−1(U). Esto implica que existe J0 ∈ N tal

que 1
J0
< ε0 y que para cada n ∈ N existe Jn ∈ N tal que 1

Jn
< εn. Aseguramos que

(2 + 1
n
, 1
m

) ∈ η−1(U) para cada n,m ≥ J0 y que para cada n ∈ N (2 + 1
j
, 1
n
) ∈ η−1(U)

para cada j ≥ Jn. Se deduce que ( 1
n
, 1
m

) ∈ U para cada n,m ≥ J0 y que (1
j
, 1
n
) ∈ U

para cada n ∈ N y para cada j ≥ Jn. Basta definir g ∈ NN mediante g(n) = J0 y
h ∈ NN mediante h(n) = Jn para cada n ∈ N. De este modo, existe W J0

(g,h) ∈ W tal que

(0, 1) ∈ W J0
(g,h) ⊂ U .

1.3. Funciones continuas y funciones especiales

Notación 1.47. Sea X un conjunto. Representamos a la topoloǵıa conumerable para
X con el śımbolo (X, τcon). La pareja (X, τcof ) indica la topoloǵıa cofinita para X.
Usaremos (X, τind) significando la topoloǵıa indiscreta para X.

Definición 1.48. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X → Y una
función. Decimos que f es una función continua si para cada V ∈ τY se tiene que
f−1(V ) ∈ τX .

La siguiente proposición se sigue del Teorema 1.31.
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Proposición 1.49. Sean X, Y conjuntos y f : X −→ Y una función. Si Y es dotado
con τf , entonces f es continua.

Ejemplo 1.50. La función f : (R, τind) → (R, τcon) definida mediante f(r) = r no es
continua porque R− N ∈ τcon pero f−1(R− N) = R− N /∈ τind.

Definición 1.51. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios topológicos. Una función continua
f : X → Y es llamada función abierta si para cada U ∈ τX se tiene que f(U) ∈ τY .

Ejemplo 1.52. La función f : (R, τdis) → (R, τcof ) definida mediante f(r) = r es
continua pero no abierta. Notemos que {2} ∈ τdis pero f({2}) = {2} /∈ τcof porque
R− {2} no es finito.

Definición 1.53. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios topológicos. Una función continua
f : X → Y es llamada función cerrada si para cada F ⊂ X cerrado en X se tiene
que f(F ) es cerrado en Y .

Ejemplo 1.54. La función del Ejemplo 1.52 es continua pero no cerrada. Notemos que
R− {2} es cerrado en (R, τdis) pero no lo es en (R, τcof ) porque R− {2} no es finito.

La prueba del siguiente teorema puede consultarse en [1, Teorema 11.4, p. 87]

Teorema 1.55. Sean (X, τX), (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X −→ Y una
función. Entonces f es cerrada si y sólo si ClY (f(A)) ⊂ f(ClX(A)) para cada A ⊂ X.

Definición 1.56. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. Una función f : X → Y
continua y suprayectiva es llamada función pseudo-abierta si para cada y ∈ Y y
para cada U ∈ τX tal que f−1({y}) ⊂ U se tiene que y ∈ intY (f(U)).

Proposición 1.57. Sean (X, τX), (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X → Y una
función suprayectiva. Si f es abierta o cerrada, f es una función pseudo-abierta.

Demostración. Tenemos dos casos por analizar.
Caso I. f es abierta.
Sean y ∈ Y y U ∈ τX tal que f−1({y}) ⊂ U . Entonces f(f−1({y})) ⊂ f(U). Se
satisface que f(f−1({y})) = {y}. Por lo tanto {y} ⊂ f(U). De que f es abierta se tiene
que f(U) ∈ τY , entonces f(U) = intY (f(U)). De lo anterior, y ∈ intY (f(U)).
Caso II. f es cerrada.
Sean y ∈ Y y U ∈ τX tal que f−1({y}) ⊂ U . De que U ∈ τX se sigue que X − U es
cerrado en X y, dado que f es cerrada se tiene que f(X−U) es cerrado en Y . Entonces
Y − f(X − U) ∈ τY . De la Proposición 1.7 se deduce que {p ∈ Y : f−1({p}) ⊂ U} es
abierto en Y . Como y ∈ {p ∈ Y : f−1({p}) ⊆ U}, de la Proposición 1.7 obtenemos que
y ∈ intY (f(U)).
De cualquier caso se deduce que f es una función pseudo-abierta.

Ejemplo 1.58. No toda función pseudo-abierta es abierta.
La función g definida en Notación 1.43 es pseudo-abierta pero no abierta. Tenemos
que g es suprayectiva. La topoloǵıa para S(ω) implica que g es continua. Ahora, sean
y ∈ S(ω) y U ∈ τS×N tal que g−1({y}) ⊂ U . Tenemos 2 casos.
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i. Si y ∈ S(ω)−{(0, 0)}, por inciso ii) de la Proposición 1.44 tenemos que {y} ∈ τg.
De que g−1({y}) ⊂ U tenemos que y ∈ {y} ⊂ g(U). Entonces y ∈ intS(ω)(g(U)).

ii. Si y = (0, 0), entonces {0} × N = g−1({y}) ⊂ U . Por inciso ii) de la Proposición
1.44 existe e ∈ NN tal que {0}×N ⊂ g−1(Ψe) ⊂ U . De donde (0, 0) ∈ Ψe ⊂ g(U).
Por inciso iv) de la Proposición 1.44, Ψe ∈ τg. Concluimos que y ∈ intS(ω)(g(U)).

Aśı, g es una función pseudo-abierta. Para ver que esta función no es abierta, notemos
que S × {1} ∈ τS×N pero g(S × {1}) /∈ τg. De lo contrario, como (0, 0) ∈ g(S × {1}),
por inciso iv) de la Proposición 1.44, existe h ∈ NN tal que (0, 0) ∈ Ψh ⊂ g(S × {1}).
Contradicción.

Definición 1.59. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios topológicos. Una función
f : X → Y suprayectiva y continua es llamada función cociente si para cada U ⊂ Y
tal que f−1(U) ∈ τX se tiene que U ∈ τY . Nótese que si f es cociente entonces τY = τf .

El Teorema 1.31 y la Proposición 1.49 garantizan la siguiente proposición.

Proposición 1.60. Sean (X, τX) un espacio topológico, Y un conjunto y f : X −→ Y
una función suprayectiva. Si dotamos a Y con la topoloǵıa τf , entonces f es cociente.

Proposición 1.61. Sean (X, τX), (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X → Y una
función. Si f es una función pseudo-abierta entonces f es una función cociente.

Demostración. De la hipótesis tenemos que f es una función continua y suprayectiva.
Ahora, sea U ⊂ Y tal que f−1(U) ∈ τX . Debemos mostrar que U ∈ τY , para ello basta
probar que U = intY (U). Como intY (U) ⊂ U , es suficiente mostrar que U ⊂ intY (U).
Sea z ∈ U . Entonces f−1({z}) ⊂ f−1(U). Luego z ∈ intY (f(f−1(U))) porque f es
pseudo - abierta. De la suprayectividad de f concluimos que z ∈ intY (U). Esto permite
decir que U ⊂ intY (U). Aśı que U = intY (U). Esto muestra que f es una función
cociente.

Ejemplo 1.62. La función ρ definida en Notación 1.40 es cociente (ver Proposición
1.60) y no es pseudo-abierta. Mostraremos que ρ no es pseudo-abierta. Tenemos que
(0, 0) ∈M . Sea k ∈ N. El inciso ii) de la proposición 1.41 garantiza que Sk×{0} ∈ τS×ω
tal que ρ−1({(0, 0)}) ⊂ Sk × {0}. Supongamos que (0, 0) ∈ intM(ρ(Sk × {0})). De la
definición de ρ se sigue que ρ(Sk × {0}) = Sk × {0}. Por inciso vi) de la Proposición
1.41 existen m ∈ N y h ∈ NN tales que (0, 0) ∈ Qm

h ⊂ intM(Sk×{0}) ⊂ Sk×{0}. Esto
es una contradicción. Por lo tanto (0, 0) /∈ intM(ρ(Sk × {0})). Aśı, la función ρ no es
pseudo-abierta.

Definición 1.63. Sean (X, τX), (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X → Y una
función. Decimos que f es un homeomorfismo si satisface que:

1. f es una función biyectiva;

2. f es una función continua;
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3. f−1 la función inversa de f , es una función continua.

Cuando existe un homeomorfismo entre dos espacios topológicos decimos que son
homeomorfos.

El siguiente resultado puede consultarse en [6, Teorema 7.9, p. 46].

Teorema 1.64. Sean (X, τX), (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X → Y una
función biyectiva. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. f es un homeomorfismo.

2. f es continua y abierta.

3. f es continua y cerrada.

4. Para cada A ⊂ X, f(ClX(A)) = ClY (f(A)).

Corolario 1.65. Si κ = ω entonces S(κ) y S(ω) son homeomorfos. (Consultar
Proposiciones 1.21 y 1.44)

Definición 1.66. Se dice que una propiedad P es topológica, si cada vez que un espacio
(X, τ) tiene la propiedad P , también la posee cualquier espacio topológico homeomorfo
a (X, τ).

1.4. Espacios métricos

Definición 1.67. Un conjunto X se llama espacio métrico, si existe una función
d : X×X → R tal que para cualesquiera x, y, z ∈ X, satisface las siguientes condiciones:

i. d(x, y) ≥ 0, y d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

ii. d(x, y) = d(y, x), y

iii. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

A la función d le llamamos métrica o función distancia para X.
Denotamos al espacio métrico con (X, d).

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [6, Ejemplo 3.2 a), p. 23].

Proposición 1.68. Sea (X, ρ) un espacio métrico. Entonces τρ = {A ⊂ X : para cada
a ∈ A, existe ε > 0 tal que Bε(a) ⊂ A} es una topoloǵıa para X. A τρ se le llama
topoloǵıa inducida por la métrica ρ . Además {Bε(x) : x ∈ X y ε > 0} es una base
para esta topoloǵıa.

Proposición 1.69. Los espacios métricos son de Hausdorff.
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Demostración. Sean (X, d) un espacio métrico y x, y ∈ X con x 6= y. Tenemos

que d(x, y) > 0. Aśı, ε = d(x,y)
3

> 0. Los conjuntos Bε(x), Bε(y) ∈ τρ son tales que
x ∈ Bε(x), y ∈ Bε(y) y Bε(x) ∩Bε(y) = ∅.

Proposición 1.70. Sean (X, ρ) un espacio métrico y Y ⊂ X. Entonces Y es un espacio
métrico.

Demostración. Sea d : Y × Y −→ R la función definida por d(x, y) = ρ(x, y) para
cada x, y ∈ Y . Notemos que d es una métrica para Y .

Proposición 1.71. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces existe una métrica ρ para
X tal que ρ(x, y) ≤ 1 para todo x, y ∈ X y ρ genera la misma topoloǵıa para X que d.

Demostración. Consideremos la función ρ : X ×X → R definida mediante

ρ((x, y)) = mı́n{1, d((x, y))}

Mostraremos que ρ es métrica para X. Sean x, y, z ∈ X. Primero, dado que (X, d) es
un espacio métrico entonces d es una métrica para X, aśı que d((x, y)) ≥ 0. Entonces
ρ((x, y)) = mı́n{1, d((x, y))} ≥ 0.

Veamos que ρ((x, y)) = 0 si y sólo si x = y. Primero, supongamos que ρ((x, y)) = 0.
Entonces mı́n{1, d((x, y))} = 0. Aśı d((x, y)) = 0. De donde se tiene que x = y.
Rećıprocamente supongamos que x = y. Entonces d((x, y)) = 0 y aśı mı́n{1, d((x, y))} =
mı́n{1, 0} = 0. De esto se sigue que ρ((x, y)) = 0.

Mostraremos ahora que ρ((x, y)) = ρ((y, x)). Para ello observemos que d((x, y)) =
d((y, x)). Entonces mı́n{1, d((x, y))} = mı́n{1, d((y, x))}. Aśı, ρ((x, y)) = ρ((y, x)).

Finalmente probaremos que ρ satisface que ρ((x, y)) ≤ ρ((x, z)) + ρ((z, y)).

CASO I. d((x, z)) ≥ 1 ó d((z, y)) ≥ 1.
Como ρ((z, y)) ≥ 0 y ρ((x, z)) ≥ 0, tenemos que 1 ≤ 1 + ρ((z, y)) ó 1 ≤ ρ((x, z)) + 1.

CASO II. d((x, z)) < 1 y d((z, y)) < 1.
Como ρ((x, y)) ≤ d((x, y)) y d((x, y)) ≤ d((x, z)) + d((z, y)).

De ambos casos se deduce que ρ((x, y)) ≤ ρ((x, z)) + ρ((z, y)).

Ahora, probaremos que τd = τρ. Veamos que τd ⊂ τρ. Sean V ∈ τd y x ∈ V .
Entonces existe δ > 0 tal que Bd

δ (x) ⊂ V . Consideremos σ = mı́n{1, δ}. Probaremos
que Bρ

σ(x) ⊂ V . Sea w ∈ Bρ
σ(x). Tenemos que ρ(w, x) < σ ≤ 1. Aśı que ρ(w, x) < 1, de

donde se deduce que ρ((w, x)) = d((w, x)). Entonces d((w, x)) < σ, y dado que σ ≤ δ
entonces d((w, x)) < δ. Por lo que w ∈ Bd

δ (x) y entonces w ∈ V . Por lo tanto V ∈ τρ y
aśı, tenemos que τd ⊂ τρ.
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Para ver que τρ ⊂ τd, sean U ∈ τρ y x ∈ U . Entonces existe ε > 0 tal que Bρ
ε (x) ⊂ U .

Veremos que Bd
ε (x) ⊂ U . Sea w ∈ Bd

ε (x). Dado que ρ((w, x)) ≤ d((w, x)), se tiene que
ρ((w, x)) < ε, por lo que w ∈ Bρ

ε (x) y entonces w ∈ U . Por lo tanto U ∈ τd y aśı,
tenemos que τρ ⊂ τd.
Entonces τd = τρ, es decir, ρ y d generan la misma topoloǵıa para X.

Definición 1.72. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que (X, τ) es metrizable
si existe una métrica d en X tal que τd = τ .

Proposición 1.73. Sea {(Xα, ρα) : α ∈ I} una familia de espacios métricos ajenos dos
a dos. Entonces

⊕
α∈I

Xα es un espacio metrizable.

Demostración. Recordemos que
⊕
α∈I

Xα = (X, τ), donde X =
⋃
α∈I

Xα y

τ = {U ⊂ X : U ∩ Xα ∈ τα, ∀α ∈ I}. Consideremos la función d : X × X → R
definida mediante

d((x, y)) =

{
ρα((x, y)), si x, y ∈ Xα para algún α ∈ I,

1, si x ∈ Xα, y ∈ Xβ y α 6= β.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ρα es una métrica para Xα tal que
ρα((x, y)) ≤ 1 para todo x, y ∈ Xα, por la Proposición 1.71.
Primero mostraremos que d es una métrica para X. Sean x, y, z ∈ X. Entonces existen
α, β, γ ∈ I tales que x ∈ Xα, y ∈ Xβ y z ∈ Xγ. Primero, observemos que

i. si α = β, entonces d((x, y)) = ρα((x, y)) y dado que ρα es una métrica para Xα,
tenemos que d((x, y)) ≥ 0.

ii. si α 6= β, entonces d((x, y)) = 1, de donde d((x, y)) ≥ 0.

Por lo tanto d((x, y)) ≥ 0.

Veamos que d((x, y)) = 0 si y sólo si x = y.
Supongamos que d((x, y)) = 0. Entonces α = β y aśı d((x, y)) = ρα((x, y)), de donde
ρα((x, y)) = 0. Como ρα es una métrica para Xα, tenemos que x = y.
Rećıprocamente supongamos que x = y, entonces x, y ∈ Xα por lo que d((x, y)) =
ρα((x, y)) y dado que ρα es una métrica para Xα, tenemos que ρα((x, y)) = 0, por lo
tanto d((x, y)) = 0 .

Para probar que d((x, y)) = d((y, x)) veamos que si α = β entonces d((x, y)) =
ρα((x, y)) = ρα((y, x)) porque ρα es una métrica para Xα. Como ρα((y, x)) = d((y, x))
obtenemos que d((x, y)) = d((y, x)). Si α 6= β entonces d((x, y)) = 1 = d((y, x)).

Finalmente, analicemos los siguientes casos para verificar la desigualdad triangular.
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CASO I. α = β y α 6= γ.
Entonces d((x, y)) = ρα((x, y)), d((x, z)) = 1 y d((z, y)) = 1. Como ρα es una métrica
para Xα tal que ρα((x, y)) ≤ 1, obtenemos ρα((x, y)) ≤ 1 + 1, es decir, d((x, y)) ≤
d((x, z)) + d((z, y)).

CASO II. α = β y α = γ.
Entonces x, y, z ∈ Xα, aśı que d((x, y)) = ρα((x, y)), d((x, z)) = ρα((x, z)) y d((z, y)) =
ρα((z, y)). Dado que ρα es una métrica para Xα se satisface que ρα((x, y)) ≤ ρα((x, z))+
ρα((z, y)), es decir, d((x, y)) ≤ d((x, z)) + d((z, y)).

CASO III. α 6= β, α 6= γ y γ 6= β.
Entonces d((x, y)) = 1, d((x, z)) = 1 y d((z, y)) = 1. Entonces d((x, y)) ≤ d((x, z)) +
d((z, y)).

CASO IV. α 6= β y, γ = α ó γ = β.
Sin pérdida de generalidad supongamos que γ = β. Entonces d((x, y)) = 1, d((x, z)) =
1 y d((z, y)) = ρβ((z, y)). Debido a que ρβ es una métrica para Xβ, tenemos que
ρβ((x, y)) ≥ 0. Aśı, 1 ≤ 1 + ρβ((z, y)). Deducimos que d((x, y)) ≤ d((x, z)) + d((z, y)).

De este análisis se deduce que d((x, y)) ≤ d((x, z)) + d((z, y)). Por lo tanto d es una
métrica para X. Entonces (X, d) es un espacio métrico.

Ahora, veremos que la métrica d genera la misma topoloǵıa que τ . Empezaremos
viendo que τd ⊂ τ. Sean U ∈ τd, α ∈ I y x ∈ U ∩Xα. Existe ε > 0 tal que Bd

ε (x) ⊂ U .
Si s ∈ Bρα

ε (x), entonces ρα((s, x)) < ε. Dado que s, x ∈ Xα, d((s, x)) = ρα((s, x)).
Deducimos que d((s, x)) < ε, de donde s ∈ Bd

ε (x). Aśı, s ∈ U , más aún, s ∈ U ∩ Xα,
esto es Bdα

ε (x) ⊂ U ∩Xα, es decir, U ∩Xα ∈ τdα . Como α fue elegido arbitrariamente,
concluimos que U ∈ τ . Entonces τd ⊂ τ .

Por otro lado sean R ∈ τ y z ∈ R. Entonces existe ψ ∈ I tal que z ∈ Xψ.
Como R∩Xψ ∈ τρψ , existe δ > 0 tal que B

ρψ
δ (z) ⊂ R∩Xψ. Consideremos r =mı́n{1, δ}.

Observemos que r > 0. Sea w ∈ Bd
r (z). Entonces existe β ∈ I tal que w ∈ Xβ de modo

que d((w, z)) < r. Dado que r ≤ 1 y r ≤ δ, d((w, z)) < 1 y d((w, z)) < δ, deducimos
que ψ = β y aśı w, z ∈ Xψ, de donde d((w, z)) = ρψ((w, z)), luego ρψ((w, z)) < δ, es
decir w ∈ Bρψ

δ (z), por lo que w ∈ R. Luego Bd
r (z) ⊂ R. Aśı R ∈ τd. Entonces τ ⊂ τd.

Por lo tanto τ = τd.



Caṕıtulo 2

Convergencia de sucesiones

Este caṕıtulo incluye propiedades básicas derivadas de la definición de convergencia.
Principalmente se estudia el concepto de convergencia de sucesiones en los espacios
topológicos definidos en el caṕıtulo anterior y finaliza con un resultado que asegura
que todo espacio de Hausdorff que tenga una sucesión convergente infinita contiene un
subespacio metrizable.

Definición 2.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una sucesión en X es una función
f : N −→ X. La sucesión f se representa por el śımbolo {f(n)}n∈N y los valores de
f , esto es, los elementos f(n), se llaman términos de la sucesión. Para denotar una
sucesión sólo lo haremos por sus elementos en lugar de hacerlo por la función. Si f es
una sucesión y f(n) = xn, entonces {xn}n∈N denotara a f .

Definición 2.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que una sucesión {xn}n∈N
de elementos de X converge a un punto w ∈ X, si para cualquier U ∈ τ tal que w ∈ U,
existe m ∈ N tal que xn ∈ U para cada n ≥ m. Representamos el concepto anterior
escribiendo xn −→ w.

Proposición 2.3. Sean (X, τ) un espacio topológico, x ∈ X, una sucesión {xn}n∈N
en X y B una base de τ . Entonces xn −→ x si y sólo si para cualquier U ∈ B tal que
x ∈ U, existe m ∈ N tal que xn ∈ U para cada n ≥ m.

Demostración. La primera parte es inmediata de la Definición 2.2. Supongamos que
para cualquier V ∈ B tal que x ∈ V, existe m ∈ N tal que xn ∈ V para cada n ≥ m.
Mostraremos que xn −→ x. Sea U ∈ τ tal que x ∈ U . Como B es base de τ existe
W ∈ B tal que x ∈ W ⊂ U . La hipótesis implica que existe m ∈ N tal que xn ∈ W
para cada n ≥ m. Aśı, existe m ∈ N tal que xn ∈ U para cada n ≥ m. Esto garantiza
que xn −→ x.

Proposición 2.4. Sean (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X. Entonces x ∈ ClX(A) si
y sólo si existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ A tal que xn −→ x.

Demostración. Supongamos que x ∈ ClX(A). Para cada n ∈ N se cumple que
A ∩ B 1

n
(x) 6= ∅. Aśı, para cada n ∈ N existe xn ∈ A ∩ B 1

n
(x). De esta manera

27
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construimos una sucesión {xn}n∈N ⊂ A. Mostraremos que xn −→ x. Sea U ∈ τd tal que
x ∈ U . Entonces existe ε > 0 tal que Bε(x) ⊂ U . Más aún, existe m ∈ N tal que 1

m
< ε.

Esto implica que para cada n ≥ m, xn ∈ U . Rećıprocamente, supongamos que existe
una sucesión {xn}n∈N ⊂ A tal que xn −→ x. Sea V ∈ τd tal que x ∈ V . Entonces existe
M ∈ N tal que xn ∈ V para cada n ≥M . Aśı, A∩V 6= ∅. Por lo tanto x ∈ ClX(A).

Proposición 2.5. El espacio R† definido en la Proposición 1.37 satisface que:

i. 1
n
→ 0

ii. Si {xn}n∈N ⊂ R es una sucesión tal que xn → 0 y 0 /∈ {xm : m ∈ N}, entonces
existe M ∈ N tal que xn ∈ { 1

m
: m ∈ N} para cada n ≥M .

Demostración. Probaremos i). Sea U ∈ U tal que 0 ∈ U (ver Proposición 1.39).
Caso I. U ∈ τ(u,R).
Entonces existe ε > 0 tal que (−ε, ε) ⊂ U . Luego existe M ∈ N tal que 1

n
< ε para

cada n ≥M. Entonces 1
n
∈ U para cada n ≥M.

Caso II. U ∈ W .
Entonces existe L ∈ P(τu) tal que U = {0} ∪ L. De que L ∈ P(τu) tenemos que L ∈ τu
y que existe m ∈ N tal que 1

n
∈ L para cada n ≥ m, y como L ⊂ U , se sigue que 1

n
∈ U

para cada n ≥ m.
De lo anterior 1

n
→ 0.

Haremos la prueba de ii) por contradicción. Supongamos que para cada k ∈ N, existe
nk ∈ N y nk ≥ k tal que xnk /∈ { 1

m
: m ∈ N}. Sea J = {xnk : k ∈ N}. Entonces |J | =∞.

Además, para cada n ∈ N podemos elegir Un ∈ τ(u,R) tal que 1
n
∈ Un y Un ∩ J = ∅.

Consideremos V =
⋃
n∈N

Un, observemos que V =
⋃
n∈N

Un ∈ τ(u,R) es tal que 1
n
∈ V para

cada n ∈ N. Entonces V ∈ P(τ(u,R)), aśı {0} ∪ V ∈ W es tal que 0 ∈ {0} ∪ V . Además,
notemos que:

({0} ∪ V ) ∩ J = ({0} ∩ J) ∪ (V ∩ J) =
({

0
}
∩ J
)
∪

((⋃
n∈N

Un

)
∩ J

)

=
({

0
}
∩ J
)
∪

(⋃
n∈N

(Un ∩ J)

)

=
({

0
}
∩ J
)
∪

(⋃
n∈N

∅

)
=

{
0
}
∩ J.

De lo anterior, {
0
}
∩ J =

{{
0
}
, si 0 ∈ J

∅, si 0 /∈ J.
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Como {xn}n∈N → 0, entonces existe M ∈ N tal que xn ∈ {0} ∪ V para cada n ≥ M .
Por otro lado, dado que |J | =∞, existe m ∈ N, con m ≥M tal que xm /∈ { 1

n
: n ∈ N}

y xm 6= 0, es decir, xm ∈ ({0} ∪ V ) ∩ J , entonces xm ∈ {0} ∩ J, luego xm ∈ {0} lo cual
no es posible.

Proposición 2.6. El espacio M definido en la Proposición 1.41 satisface que:

i) Ninguna sucesión de puntos aislados converge a (0, 0).

ii) Si {xn}n∈N ⊂ M es una sucesión tal que xn −→ (0, 0) y (0, 0) /∈ {xn : n ∈ N}
entonces existe m ∈ N tal que xn ∈ {( 1

m
, 0) : m ∈ N} para cada n ≥ m.

Demostración. Probaremos el inciso i). Para cada n ∈ N sea An = {
(

1
n
, 1
m

)
m ∈ N}.

Sean A =
⋃
n∈N

An y {xn}n∈N ⊂ A una sucesión. Sea B = {n ∈ N : ∃ k ∈ N tal que

xk ∈ An}. Supongamos que |B| < ∞. Sean w = máx (B) + 1 y g ∈ NN la función
constante g(n) = 1. Por inciso vi) de la Proposición 1.41, Qw

g ∈ τρ tal que (0, 0) ∈ Qw
g .

Pero xn /∈ Qw
g para cada n ∈ N. Supongamos que |B| = ∞. Para cada m ∈ B sea

Bm = {sm ∈ N :
(

1
m
, 1
sm

)
∈ {xn : n ∈ N}}. Si |Bm| < ∞ para cada m ∈ B, sea bm =

máx (Bm) + 1 para cada m ∈ B. Sea h ∈ NN definida por h(m) = bm para cada m ∈ B
y h(m) = 1 para cada m /∈ B. Entonces Q1

h ∈ τρ tal que (0, 0) ∈ Q1
h, pero xn /∈ Q1

h

para cada n ∈ N. Finalmente, si existe m ∈ B tal que |Bm| = ∞ entonces
(

1
m
, 0
)

es
un punto ĺımite de la sucesión. Concluimos que xn 9 (0, 0). Aśı, ninguna sucesión de
puntos de A converge a (0, 0).

Haremos la prueba del inciso ii) por contradicción. Supongamos que {xn}n∈N ⊂ M
es una sucesión tal que xn −→ (0, 0) y (0, 0) /∈ {xn : n ∈ N} tal que para cada n ∈ N
existe Nn ≥ n con XNn /∈ {( 1

m
, 0) : m ∈ N}. Definamos h ∈ NN mediante h(1) = N1

y h(n + 1) = mı́n {Ns > h(n), s ∈ N} para cada n ∈ N. Aśı, {xh(n)}n∈N es una
subsucesión de {xn}n∈N de puntos aislados, de donde xh(n) → (0, 0). Esto es una
contradicción al inciso ii). Por lo tanto, si {xn}n∈N ⊂ M es una sucesión tal que
xn −→ (0, 0) y (0, 0) /∈ {xn : n ∈ N}, entonces existe m ∈ N tal que xn ∈ {( 1

m
, 0) :

m ∈ N} para cada n ≥ m.

Ejemplo 2.7. Existe un subconjunto de puntos aislados Z de (S(ω) × S, τS(ω)×S)
(ver Proposición 1.44 y Lema 1.35) tal que ninguna sucesión de puntos de Z
converge a ((0, 0), 0).

Para cada n ∈ N sea En = {( 1
m
, 1
nm

) : m ∈ N}. Definimos Z =
⋃
n∈NEn × {

1
n
}.

Probaremos que ninguna sucesión de puntos de Z converge a ((0, 0), 0). Supongamos
que existe {xn}n∈N ⊂ Z tal que xn → ((0, 0), 0). Sea E ⊂ {En × { 1

n
} : n ∈ N} y que

satisface que si m ∈ N entonces Em × { 1
m
} ∈ E si existe a ∈ N tal que xa ∈ Em × { 1

m
}.

i. Si E es un conjunto finito, sea w =máx{m ∈ N : Em × { 1
m
} ∈ E}. Entonces

U = S(ω)× Sw+1 ∈ τS(ω)×S tal que ((0, 0), 0) ∈ U , pero para cada a ∈ N, xa /∈ U .
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ii. Si E es un conjunto infinito, para cada m ∈ N tal que Em × { 1
m
} ∈ E sea Fm =

{b ∈ N : xb ∈ Em × { 1
m
}}. Como xn → ((0, 0), 0) se sigue que Fm es un conjunto

finito. Esto implica que Fm = {bi ∈ N : i = 1, · · · , k} para algún k ∈ N. Aśı, para
cada i ∈ {1, · · · , k} tenemos que xbi = (( 1

pi
, 1
mpi

), 1
m

) para algún pi ∈ N. Sea pFm =

máx {pi : xbi ∈ Em × { 1
m
}}. Vamos a definir una función h : N→ N mediante

h(n) =

{
pFn + 1, si En × { 1

n
} ∈ E

1, si En × { 1
n
} /∈ E

Por inciso iv) de la Proposición 1.44, U = Ψh ∈ τg tal que (0, 0) ∈ U . Aśı
U × S ∈ τS(ω)×S tal que ((0, 0), 0) ∈ U pero para cada a ∈ N, xa /∈ U .

De ambos casos obtenemos que xn 9 ((0, 0), 0), lo cual es una contradicción.

Proposición 2.8. Sean (X, τ) un espacio topológico de Hausdorff y una sucesión
{xn}n∈N ⊂ X infinita convergente a x ∈ X, entonces S = {xn : n ∈ N} ∪ {x} es
un subespacio metrizable de X.

Demostración. Consideremos la función d : S × S → R definida mediante

d((p, q)) =


∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣, si p = xn, q = xm
1
n
, si p = xn, q = x

1
m
, si p = x, q = xm

0, si p = q

Veremos que la función d es una métrica para S. Sean p, q, r ∈ S. Como |w| ≥ 0 para
cada w ∈ R y 1

n
> 0 para todo n ∈ N, entonces d((p, q)) ≥ 0. Además, d((p, q)) = 0 si y

sólo si p = q. Mostraremos ahora que d((p, q)) = d((q, p)) y para ello supongamos que
p 6= q y analicemos los siguientes casos:

CASO I. p 6= q y x /∈ {p, q}.
Entonces existen m,n ∈ N con m 6= n y de modo que p = xm y q = xn. Luego
d((p, q)) =

∣∣ 1
n
− 1

m

∣∣ y dado que
∣∣ 1
n
− 1

m

∣∣ =
∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣ = d((q, p)). Aśı, d((p, q)) = d((q, p)).

CASO II. p 6= q y x ∈ {p, q}.
Sin pérdida de generalidad supongamos que q = x. Entonces existe m ∈ N tal que
p = xm. Luego como d((p, q)) = 1

m
y d((q, p)) = 1

m,
tenemos que d((p, q)) = d((q, p)).

Finalmente probaremos que d satisface la desigualdad triangular.

CASO I. p = q.
Entonces d((p, q)) = 0. Dado que d((p, r)) ≥ 0 y d((r, q)) ≥ 0, se deduce que
d((p, r)) + d((r, q)) ≥ 0. Aśı, d((p, q)) ≤ d((p, r)) + d((r, q)).
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CASO II. p 6= q y r ∈ {p, q}.
Sin perder generalidad supongamos que r = p, entonces d((p, q)) = d((r, q)). Dado que
d((p, q)) ≤ d((p, q)) + d((p, r)), entonces d((p, q)) ≤ d((p, r)) + d((r, q)).

CASO III. p 6= q y r /∈ {p, q}.
SUBCASO i. x ∈ {p, q}
Sin pérdida de generalidad supongamos que p = x. Entonces existen mq,mr ∈ N con
mq 6= mr tales que q = xmq y r = xmr . De donde d((p, q)) = 1

mq
, d((p, r)) = 1

mr
y

d((r, q)) =
∣∣ 1
mq
− 1

mr

∣∣. Como 1
mq

=
∣∣ 1
mq

∣∣ =
∣∣ 1
mq

+
(

1
mr
− 1

mr

) ∣∣ =
∣∣ 1
mr

+
(

1
mq
− 1

mr

) ∣∣ ≤
1
mr

+
∣∣ 1
mq
− 1

mr

∣∣, obtenemos que d((p, q)) ≤ d((p, r)) + d((r, q)).

SUBCASO ii. x /∈ {p, q, r}
Entonces existen mp,mq,mr ∈ N con mp 6= mq, mq 6= mr, mr 6= mp y tales que p = xmp ,
q = xmq y r = xmr . De donde tenemos que d((p, q)) =

∣∣ 1
mq
− 1

mp

∣∣, d((p, r)) =
∣∣ 1
mr
− 1

mp

∣∣
y d((r, q)) =

∣∣ 1
mq
− 1

mr

∣∣, como
∣∣ 1
mq
− 1

mp

∣∣ ≤ ∣∣ 1
mr
− 1

mp

∣∣ +
∣∣ 1
mq
− 1

mr

∣∣, deducimos que

d((p, q)) ≤ d((p, r)) + d((r, q)).

SUBCASO iii. r = x
Entonces existen mp,mq ∈ N con mp 6= mq tales que p = xmp y q = xmq . Tenemos que
d((p, q)) =

∣∣ 1
mq
− 1

mp

∣∣, d((p, r)) = 1
mp

y d((r, q)) = 1
mq

. Como
∣∣ 1
mq
− 1

mp

∣∣ ≤ 1
mq

+ 1
mp

,

obtenemos que d((p, q)) ≤ d((p, r)) + d((r, q)).

Del análisis de estos casos podemos decir que d((p, q)) ≤ d((p, r)) + d((r, q)). Por lo
tanto d es una métrica para S. Entonces (S, d) es un espacio métrico.

Finalmente probaremos que τS = τd. Sean U ∈ τS y p ∈ U . Entonces U = S ∩ V
para algún V ∈ τ . Tenemos los siguientes casos:

CASO I. p = x.
Entonces x ∈ V . Dado que xn → x, existe N ∈ N tal que xn ∈ V para cada n ≥ N .
Sea ε = 1

N
. Mostraremos que Bd

ε (p) ⊂ U , para lo cual sea q ∈ Bd
ε (p). Si q = x

entonces q = p, de donde q ∈ U . Si q 6= x entonces existe k ∈ N tal que q = xk, aśı que
d((p, q)) = 1

k
, de aqúı se sigue que 1

k
< ε, es decir 1

k
< 1

N
, aśı que N < k y por lo tanto

xk ∈ V , de esta manera se satisface que xk ∈ A ∩ V , esto es q ∈ U . Obtenemos que
Bd
ε (p) ⊂ U .

CASO II. p 6= x.
Entonces existe m ∈ N tal que p = xm. Sea ε = 1

m(m+1)
. Mostraremos que Bd

ε (p) = {p}.
Sea y ∈ Bd

ε (p). Si y = x, tenemos que d((y, p)) = 1
m

. Como 1
m
≮ 1

m(m+1)
deducimos que

y 6= x. Aśı, existe j ∈ N tal que y = xj. Por lo que d((y, p)) =
∣∣ 1
m
− 1

j

∣∣, de donde se

sigue que
∣∣ 1
m
− 1

j

∣∣ < 1
m(m+1)

. Obtenemos que 1
m
− 1

j
< 1

m(m+1)
. Inferimos que j < m+ 1.
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Por lo tanto m ≥ j. Supongamos que m > j. Aśı, 1
m
< 1

j
. Luego 1

j
− 1

m
< 1

m(m+1)
.

Esto implica que m−j
jm

< 1
m(m+1)

. Se deduce que m(m + 1)(m − j) < jm. Dado que

m(m+ 1) ≤ m(m+ 1)(m− j), se tiene que m+ 1 < j. Una contradicción. Concluimos
que m = j. De esta manera se satisface que y = p. Luego Bd

ε (p) ⊂ {p}. Por lo tanto
Bd
ε (p) = {p}. Además, como p ∈ U tenemos que Bd

ε (p) ⊂ U .

De ambos casos se deduce que U ∈ τd.

Ahora veremos que τd ⊂ τS, para lo cual sean ε > 0 y p ∈ S.

CASO I. p = xk para algún k ∈ N.
Dado que (X, τ) es de Hausdorff, existen U0, V0 ∈ τ tales que p ∈ U0, x ∈ V0 y
U0 ∩ V0 = ∅. De esto tenemos que existe M ∈ N tal que xn ∈ V0 para cada n ≥ M .
La condición k ≥ M implica que p ∈ U0 ∩ V0, lo cual es una contradicción. Entonces
k < M . Para cada n ∈ N tal que n < M y n 6= k consideremos Un, Vn ∈ τ tales que

xk ∈ Un, xn ∈ Vn y Un ∩ Vn = ∅. Sea U = U0 ∩

( ⋂
n<M,n 6=k

Un

)
. Por una parte tenemos

que p ∈ U ∩ S. Sea q ∈ U ∩ S, entonces q ∈ S. Si q = x tenemos que q ∈ U0 ∩ V0, lo
cual no es posible. Aśı, q = xm para algún m ∈ N. Si m ≥ M , nuevamente obtenemos
que q ∈ U0 ∩ V0, lo cual no es posible, por lo tanto m < M . Si m 6= k, se sigue que
xm ∈ Vm ∩ Um, lo cual no es posible. Deducimos que m = k, de donde q = xk = p.
Luego U ∩ S ⊂ {p}. Por lo tanto U ∩ S = {p}. Garantizamos que {p} ∈ τS.

CASO II. p = x.
Entonces existe N ∈ N tal que 1

N
< ε entonces {x} ∪ {xn : n ≥ N} ⊂ Bd

ε (p).
Notemos que {xn : n < N} es cerrado en S porque S es de Hausdorff. Entonces
{x} ∪ {xn : n ≥ N} ∈ τS.

De cualquier caso existe W ∈ τS tal que p ∈ W ⊂ Bd
ε (p). Por lo tanto τd = τS, es

decir S es un subespacio metrizable de X.



Caṕıtulo 3

Espacios topológicos de Estrechez
Numerable

En este caṕıtulo se estudian algunas de las propiedades básicas derivadas de los
espacios de estrechez numerable. Incluye resultados útiles para determinar si un espacio
topológico dado es o no de estrechez numerable. Describiremos algunas funciones bajo
las cuales se preserva la estrechez numerable. Aqúı se expondrán algunas estructuras
topológicas de estrechez numerable como la suma topológica y el producto de espacios
de estrechez numerable. Se analizará brevemente la relación con respecto a la estrechez
numerable y los espacios compactos, paracompactos y numerablemente compactos.

Notación 3.1. Si A es un conjunto, N(A) = {B ⊂ A : B es a lo más numerable }
y F(A) = {C ⊂ A : C es finito}.

Notación 3.2. Si (X, τ) es un espacio topológico, CL(X) = {K ⊂ X : ClX(K) = K}.

Definición 3.3. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que X tiene estrechez
numerable si para cada A ⊂ X la condición

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} ⊂ A implica

que A es cerrado en X.

Ejemplo 3.4. El espacio cofinito (R, τcof ) tiene estrechez numerable. Sea A ⊂ R tal
que

⋃
{ClR(K) : K ∈ N(A)} ⊂ A. Si A es finito, entonces A es cerrado. Si A es infinito

existe B ⊂ A infinito numerable. Como ClR(B) = R entonces R ⊂ A. Aśı, A = R. En
cualquier caso A es cerrado en R.

Notación 3.5. Denotaremos por I al conjunto de los números irracionales.

Ejemplo 3.6. El espacio conumerable (R, τcon) es un espacio que no tiene estrechez
numerable. Mostraremos que el conjunto I satisface la codición de la Definición 3.3
pero no es cerrado en (R, τcon). Si W ∈ N(I) entonces W ∈ N(R). Tenemos que
N(R) = CL(R). Aśı, ClR(W ) = W . Es decir, ClR(W ) ⊂ I para cada W ∈ N(I).
Además, I no es cerrado en (R, τcon) porque de lo contrario se tiene que R− I ∈ τcon, lo
cual no es posible porque I no es numerable.

33
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Teorema 3.7. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces X tiene estrechez
numerable si y sólo si para cada x ∈ X y A ⊂ X tal que x ∈ ClX(A) existe C ∈ N(A)
con x ∈ ClX(C).

Demostración. Probaremos que X tiene estrechez numerable. Sea A ⊂ X tal que⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} ⊂ A. Para nuestro objetivo veremos que ClX(A) = A.

Sea x ∈ ClX(A), por hipótesis existe C ∈ N(A) tal que x ∈ ClX(C). Luego
x ∈

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)}, de donde x ∈ A. Aśı, ClX(A) ⊂ A. Por lo que

ClX(A) = A.

Supongamos ahora que X tiene estrechez numerable. Sean x ∈ X y A ⊂ X tal que
x ∈ ClX(A). Consideremos E =

⋃
{ClX(C) : C ∈ N(A)}. Observemos que si w ∈ A,

entonces {w} ∈ N(A) y w ∈ E. Por lo tanto A ⊂ E. Aśı, ClX(A) ⊂ ClX(E).

Probaremos que
⋃
{ClX(K) : K ∈ N(E)} ⊂ E. Sea s ∈

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(E)},

entonces existe P ∈ N(E) tal que s ∈ ClX(P ). Notemos que para cada z ∈ P , existe

Cz ∈ N(A) tal que z ∈ ClX(Cz). Sea Q =
⋃
z∈P

Cz. Tenemos que Q ∈ N(A). Por lo tanto

ClX(Q) ⊂ E. Veremos que s ∈ ClX(Q). Sea U ∈ τ tal que s ∈ U . Entonces P ∩ U 6= ∅
y aśı, existe m ∈ P ∩ U , de esta manera se tiene que m ∈ P y que m ∈ U , entonces
U ∩ Cm 6= ∅, y dado que

U ∩ Cm ⊂
⋃
z∈P

(U ∩ Cz) = U
⋂(⋃

z∈P

Cz

)
= U ∩Q, se deduce que U ∩Q 6= ∅.

Por lo tanto s ∈ ClX(Q). Entonces s ∈ E, es decir,
⋃
{ClX(K) : K ∈ N(E)} ⊂ E,

debido a la estrechez numerable de X concluimos que E es cerrado.

Obtenemos que ClX(A) ⊂ E. Luego se satisface que x ∈ E, aśı que, existe D ∈ N(A)
tal que x ∈ ClX(D).

Corolario 3.8. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces X tiene estrechez numerable
si y sólo si para cada A ⊂ X se cumple que

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} = ClX(A).

Demostración. Supongamos que X tiene estrechez numerable y sea A ⊂ X.
Demostraremos que

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} = ClX(A). Dado que ClX(W ) ⊂ ClX(A)

para cada W ∈ N(A) entonces
⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} ⊂ ClX(A). Para demostrar la

otra contención, sea x ∈ ClX(A), entonces por el Teorema 3.7 existe C ∈ N(A) tal que
x ∈ ClX(C). Luego x ∈

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)}. Aśı, ClX(A) ⊂

⋃
{ClX(K) : K ∈

N(A)}. Por lo tanto
⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} = ClX(A).

Rećıprocamente, supongamos que para cada A ⊂ X se cumple que
⋃
{ClX(K) : K ∈

N(A)} = ClX(A). Probaremos que X tiene estrechez numerable utilizando nuevamente
el Teorema 3.7. Sean G ⊂ X y x ∈ X tal que x ∈ ClX(G). Nuestra hipótesis garantiza
que

⋃
{ClX(L) : L ∈ N(G)} = ClX(G). Entonces x ∈

⋃
{ClX(L) : L ∈ N(G)}. Luego

existe C ∈ N(G) tal que x ∈ ClX(C). Concluimos que X tiene estrechez numerable.

Teorema 3.9. Tener estrechez numerable es una propiedad hereditaria.
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Demostración. Sean (X, τ) un espacio de estrechez numerable y A ⊂ X. Sea W ⊂ A

tal que
⋃
{ClA(K) : K ∈ N(W )} ⊂ W . De la estrechez numerable de (X, τ) y del

Corolario 3.8 tenemos que
⋃
{ClX(L) : L ∈ N(W )} = ClX(W ). Notemos que⋃

{ClA(K) : K ∈ N(W )} =
⋃

K∈N(W )

(ClX(K) ∩ A)

= A ∩

 ⋃
K∈N(W )

ClX(K)


= A ∩ ClX(W ).

Luego A ∩ ClX(W ) ⊂ W . Además, como W ⊂ A y W ⊂ ClX(W ) entonces W ⊂
A ∩ ClX(W ), esto implica que A ∩ ClX(W ) = W . Por lo tanto W es cerrado en A.
Entonces (A, τA) tiene estrechez numerable.

Definición 3.10. Sean (X, τ) un espacio topológico y D ⊂ X. Decimos que D es
denso en X si ClX(D) = X, y será separable si existe W ⊂ X denso y numerable.

Proposición 3.11. Cada espacio hereditariamente separable tiene estrechez numerable.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico hereditariamente separable. Sea A ⊂
X tal que

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} ⊂ A. Como (X, τ) es un espacio topológico

hereditariamente separable, entonces existe Γ ∈ N(A) tal que ClA(Γ) = A. De la
igualdad ClA(Γ) = ClX(Γ)∩A obtenemos que A = ClX(Γ)∩A. Dado que ClX(Γ)∩A ⊂
ClX(Γ), se sigue que A ⊂ ClX(Γ). De que Γ ∈ N(A) y la suposición sobre A se tiene
que ClX(Γ) ⊂ A. Por lo tanto A = ClX(Γ). Esto implica que A es cerrado en X, es
decir, (X, τ) tiene estrechez numerable.

3.1. Estrechez numerable y funciones continuas.

Teorema 3.12. La imagen cociente de un espacio de estrechez numerable tiene
estrechez numerable.

Demostración. Sean (X, τX) un espacio topológico que tiene estrechez numerable
y (Y, τY ) un espacio topológico y f : X → Y una función cociente. Mostraremos
que (Y, τY ) tiene estrechez numerable. Tomemos A ⊂ Y tal que ClY (W ) ⊂ A para
cada W ∈ N(A). Como f es cociente basta mostrar que f−1(A) es cerrado en X. Sea
C ∈ N(f−1(A)). Entonces f(C) ∈ N(A). Aśı, ClY (f(C)) ⊂ A. Como f es continua,
el Teorema 1.15 asegura que ClX(C) ⊂ ClX(f−1(f(C))) ⊂ f−1(ClY (f(C))) ⊂ f−1(A).
Esto significa que ClX(G) ⊂ f−1(A) para cada G ∈ N(f−1(A)). Dado que (X, τX) tiene
estrechez numerable, obtenemos que f−1(A) es cerrado en X. Por lo tanto (Y, τY ) tiene
estrechez numerable.
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Corolario 3.13. La imagen pseudo-abierta de un espacio de estrechez numerable tiene
estrechez numerable.

Demostración. La Proposición 1.61 garantiza que cada función pseudo-abierta es una
función cociente. El resultado es inmediato del Teorema 3.12.

Corolario 3.14. La imagen abierta o cerrada de un espacio de estrechez numerable
tiene estrechez numerable.

Demostración. La Proposición 1.57 implica que toda función suprayectiva cerrada ó
abierta es una función pseudo-abierta. La prueba es inmediata del Corolario 3.13.

3.2. Estructuras topológicas y estrechez numerable

Teorema 3.15. La suma topológica de espacios topológicos de estrechez numerable
tiene estrechez numerable.

Demostración. Sea {(Xα, τα) : α ∈ I} una familia de espacios topológicos de
estrechez numerable ajenos dos a dos. Verificaremos que

⊕
α∈I

Xα tiene estrechez

numerable. Recordemos que
⊕
α∈I

Xα = (X, τ) donde X =
⋃
α∈I

Xα y τ = {U ⊂
⋃
α∈I

Xα :

U ∩ Xα ∈ τα, ∀α ∈ I}. Sea A ⊂ X tal que ClX(C) ⊂ A para cada C ∈ N(A).
Demostraremos que A es cerrado en X probando que X − A ∈ τ . Sea β ∈ I.
Para probar que (X − A) ∩ Xβ ∈ τβ veremos que Xβ − ((X − A) ∩ Xβ) es
cerrado en Xβ. Para ello observaremos primero que Xβ − ((X − A) ∩ Xβ) = Xβ ∩ A.
Posteriormente, mostraremos queXβ∩A es cerrado enXβ viendo que ClXβ(K) ⊂ Xβ∩A
para cada K ∈ N(Xβ ∩ A). Tenemos que Xβ − ((X − A) ∩ Xβ) = (Xβ − (X − A)) ∪
(Xβ − Xβ) = Xβ − (X − A) = Xβ ∩ A. Ahora, sean F ∈ N(Xβ ∩ A) y x ∈ ClXβ(F ).
Dado que ClXβ(F ) = ClX(F ) ∩Xβ, entonces x ∈ ClX(F ) ∩Xβ ⊂ ClX(F ). Por lo que
F ∈ N(A) tal que x ∈ ClX(F ). Deducimos que x ∈ A por la suposición sobre A. Aśı,
x ∈ Xβ ∩ A. De la elección arbitraria del conjunto F se tiene que ClXβ(K) ⊂ Xβ ∩ A
para cada K ∈ N(Xβ∩A). Concluimos que Xβ∩A es cerrado en Xβ pues (Xβ, τβ) es un
espacio de estrechez numerable. Como β fue elegido arbitrario, entonces
(X − A) ∩ Xα ∈ τα para cada α ∈ I, luego X − A ∈ τ . Se sigue que A es cerrado
en X. Por lo tanto la suma topológica de espacios topológicos de estrechez numerable
tiene estrechez numerable.

El siguiente ejemplo muestra que el producto de espacios de estrechez numerable no
necesariamente tiene estrechez numerable.

Ejemplo 3.16. El espacio (S(ω) × S(ωω), τS(ω)×S(ωω)) no tiene estrechez numerable

(ver Proposición 1.21). Sea A =
⋃
f∈ωω

Af , donde Af = {(x, y) ∈ S(ω) × S(ωω) :

x = (n, f(n)), y = (f, j), n, j ∈ ω} para cada f ∈ ωω. Mostraremos que (ω, c) ∈
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ClS(ω)×S(ωω)(A). Sea U ∈ τS(ω)×S(ωω) tal que (ω, c) ∈ U entonces existe h ∈ ωω y existe
F ∈ ωωω tales que Bh×BF ⊂ U . Como ((n, h(n)), (h, F (h))) ∈ Bh×BF ∩Ah entonces
U ∩ A 6= ∅. Por lo tanto (ω, c) ∈ ClS(ω)×S(ωω)(A).

Probaremos que para cada C ∈ N(A) se cumple que (ω, c) /∈ ClS(ω)×S(ωω)(C). Sea

C ∈ N(A). Existen {fi : i ∈ ω} ⊂ ωω de modo que C =
⋃
i∈ω

Afi . Definiremos

una función g ∈ ωω mediante g(0) = f0(0) + 1. Para cada n > 0 será g(n) = máx
{fn(j) : j = 0, 1, · · · , n} + 1 + g(n − 1), de esta manera tenemos que g(n) > g(n − 1)
para cada n ∈ ω. Sea W = Bg × S(ωω), entonces W ∈ τS(ω)×S(ωω) tal que (ω, c) ∈ W
pero W ∩ C = ∅ por construcción. Esto muestra que este espacio no es de estrechez
numerable.

Definición 3.17. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que C ⊂ τ es una cubierta
abierta de X si X =

⋃
C.

Definición 3.18. Sean (X, τ) un espacio topológico y C una cubierta abierta de X.
Decimos que F es una subcubierta de C si F ⊂ C y X =

⋃
F .

Definición 3.19. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que (X, τ) es un espacio
topológico compacto si toda cubierta abierta de X contiene una subcubierta finita.

La prueba del siguiente lema puede consultarse en [5, Lema 26.8, p. 168].

Lema 3.20. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios topológicos. Supongamos que (Y, τY ) es
compacto. Sea x0 ∈ X. Si U ∈ τX×Y es tal que {x0} × Y ⊂ U , entonces existe W ∈ τX
de modo que {x0} × Y ⊂ W × Y ⊂ U .

Proposición 3.21. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios topológicos. Si (Y, τY ) es compacto,
entonces la función proyección πX es cerrada.

Demostración. Sea C ⊂ X × Y cerrado. Probaremos que πX(C) es cerrado en X
mostrando que X − πX(C) ∈ τX . Sea x ∈ X − πX(C). Aśı, (x, y) /∈ C para toda y ∈ Y.
Se deduce que {x} × Y ⊂ (X × Y ) − C. El Lema 3.20 asegura que existe W ∈ τX tal
que {x} × Y ⊂ W × Y ⊂ (X × Y ) − C. De lo anterior W ∩ πX(C) = ∅. Por lo tanto
x ∈ W ⊂ X − πX(C). Es decir, X − πX(C) ∈ τX . Concluimos que πX es cerrada.

Teorema 3.22. Sean (X, τX), (Y, τY ) espacios topológicos de Hausdorff con estrechez
numerable. Si (Y, τY ) es compacto, entonces (X × Y, τX×Y ) tiene estrechez numerable.

Demostración. Sea A ⊂ X×Y tal que
⋃
{ClX×Y (K) : K ∈ N(A)} ⊂ A. Mostraremos

que A es cerrado en X × Y . Haremos la prueba por contradicción. Supongamos que
A no es cerrado en X × Y . Entonces A 6= ∅. Como A ⊂ ClX×Y (A) se sigue que
ClX×Y (A) − A 6= ∅. Aśı, existe (x, y) ∈ ClX×Y (A) − A. Por otro lado, como (X, τX)
es un espacio de Hausdorff, entonces {x} es cerrado en X. Esto implica que {x} × Y
es cerrado en X × Y . Dado que {x} × Y es homeomorfo a Y , tenemos que {x} × Y
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tiene estrechez numerable. Sea B = ({x} × Y ) ∩ A. Si G ∈ N(B), entonces G ∈ N(A)
aśı que ClX×Y (G) ⊂ A, de donde se sigue que Cl{x}×Y (G) = ({x} × Y ) ∩ ClX×Y (G) ⊂
({x} × Y ) ∩A, por lo que B es cerrado en {x} × Y , más aún, B es cerrado en X × Y .
Dado que B es cerrado y {x} × Y es homeomorfo a Y entonces πY (B) es cerrado
en Y . Como (x, y) /∈ A, entonces y /∈ πY (B), y de que (Y, τY ) es compacto y T2,
entonces existen U, V ∈ τX tales que y ∈ U , πY (B) ⊂ V y U ∩ V = ∅. Notemos que
ClY (U) ∩ V = ∅, aśı que ClY (U) ∩ πY (B) = ∅. Tenemos que ClY (U) es un conjunto
cerrado en Y tal que y ∈ ClY (U) y que X×ClY (U) es un conjunto cerrado en X×Y tal
que (x, y) ∈ X ×ClY (U). Ahora, sea W = A∩ (X ×ClY (U)), como (x, y) ∈ ClX×Y (A)
y ClX×ClY (U)(A) = (X ×ClY (U))∩ClX×Y (A) se sigue que (x, y) ∈ ClX×ClY (U)(A). Sea
P ∈ τX×Y tal que (x, y) ∈ P . Dado que (x, y) ∈ P∩(X×ClY (U)), entonces P∩(A∩(X×
ClY (U))) 6= ∅. Concluimos que (x, y) ∈ ClX×Y (W ). Ahora sea R ∈ N(W ). Tenemos que
R ∈ N(A), de donde se sigue que ClX×Y (R) ⊂ A y como R ⊂ X × ClY (U) deducimos
que ClX×Y (R) ⊂ X × ClY (U), esto garantiza que ClX×Y (R) ⊂ A ∩ (X × ClY (U)),
esto es ClX×Y (R) ⊂ W . Por lo tanto

⋃
{ClX×Y (Q) : Q ∈ N(W )} ⊂ W . Mostraremos

que πX(W ) es cerrado en X utilizando la hipótesis de que (X, τX) tiene estrechez
numerable. Sea T ∈ N(πX(W )), entonces existe S ∈ N(W ) tal que πX(S) = T . Aśı,
ClX×Y (S) ⊂ W . Esto implica que πX(ClX×Y (S)) ⊂ πX(W ). Como (Y, τY ) es compacto,
la Proposición 3.21 implica que la función πX es cerrada. Del Teorema 1.55 se deduce
que ClX(πX(S)) ⊂ πX(ClX×Y ((S)). Aśı, ClX(T ) ⊂ πX(W ). Obtenemos que πX(W )
contiene a la cerradura de sus subconjuntos numerables. De que (X, τX) tiene estrechez
numerable se tiene que πX(W ) es cerrado en X. Recordemos que (x, y) ∈ ClX×Y (W ),
de esto se sigue que x ∈ πX(ClX×Y (W )). Como πX es una función continua, el Teorema
1.14 asegura que πX(ClX×Y (W )) ⊂ ClX(πX(W )). Por lo tanto x ∈ πX(W ). Entonces
existe algún punto z ∈ Y tal que (x, z) ∈ W , de donde se concluye que z ∈ ClY (U) y
(x, z) ∈ B, por lo que z ∈ πY (B) ∩ ClY (U), esto no es posible.

3.2.1. Compacidad numerable

Definición 3.23. Un espacio topológico (X, τ) es numerablemente compacto si
cada cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Proposición 3.24. Sea (X, τX) un espacio topológico. Si X es numerablemente
compacto, entonces cada sucesión {Ci}i∈N de subconjuntos cerrados no vaćıos de X
tal que C1 ⊃ C2 ⊃ · · · tiene intersección no vaćıa.

Demostración. Supongamos que X es numerablemente compacto. Haremos la prueba
por contradicción. Supongamos que existe una sucesión {Ci : i ∈ N} de subconjuntos

cerrados no vaćıos de X tal que Ci+1 ⊂ Ci para cada i ∈ N de tal modo que
⋂
i∈N

Ci = ∅.

De aqúı que X−
⋂
i∈N

Ci = X. Por lo que
⋃
i∈N

X−Ci = X, esto es, {X−Ci : i ∈ N} es una

cubierta abierta numerable de X. Entonces existe A ∈ F(N) tal que X −
⋂
i∈F

Ci = X.
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Tenemos que
⋂
i∈F

Ci = ∅, esto no es posible. Por lo tanto
⋂
i∈N

Ci 6= ∅.

Definición 3.25. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Decimos que A es un

conjunto Gδ si existe una familia {Un ∈ τ : n ∈ N} tal que A =
⋂
n∈N

Un. Se dice que A

es un conjunto Fσ si existe una familia {Kn ∈ CL(X) : n ∈ N} tal que A =
⋃
n∈N

Kn.

Con la Definición 3.25 se demuestra inmediatamente el siguiente lema.

Lema 3.26. Sea (X, τ) un espacio topológico y M ⊂ X. Entonces M es un conjunto
Gδ si y sólo si X −M es un conjunto Fσ.

Definición 3.27. Un espacio topológico (X, τ) es perfecto si para cada U ∈ τ , se
tiene que U es Fσ.

Lema 3.28. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces X es perfecto si y sólo si cada
cerrado en X es Gδ.

Demostración. Supongamos que X es perfecto. Probaremos que cada cerrado en X
es Gδ. Sea K ∈ CL(X). Entonces X−K ∈ τ . Por hipótesis, X−K es Fσ. De Lema 3.25
se deduce que K es Gδ. Ahora, supongamos que cada cerrado en X es Gδ. Mostraremos
que X es perfecto. Sea U ∈ τ . Aśı, X − U ∈ CL(X). Por hipótesis, X − U es Gδ. De
Lema 3.25 se deduce que U es Fσ.

Teorema 3.29. Sea (X, τX) un espacio perfecto y numerablemente compacto. Si (Y, τY )
es un subespacio discreto de (X, τX) entonces Y es numerable.

Demostración. Supongamos que Y es no numerable. Supongamos que |Y | = ω1.
Vamos a indizar a Y = {xα : α < ω1}. Como (Y, τY ) es un subespacio discreto de
(X, τX) entonces para cada α < ω1 existe Uα ∈ τ tal que {xα} = Y ∩ Uα. Sea U =⋃
α<ω1

Uα. Entonces U ∈ τ , esto implica que U es un conjunto Fσ. Sea {Fj : j ∈ N}

una sucesión creciente de conjuntos cerrados tales que U =
⋃
j∈N Fj. Observemos que⋃

j∈N

(Fj ∩ Y ) = U ∩ Y = (
⋃
α<ω1

Uα)∩ Y =
⋃
α<ω1

(Uα ∩ Y ) =
⋃
α<ω1

{xα} = Y , de esta manera

existe k ∈ N tal que Fk ∩ Y es un conjunto no numerable. Sea α < ω1 tal que xα ∈ Fk.
Entonces Hα = {xβ : β ≤ α} es un conjunto numerable. Aśı que Hα 6= Fk∩Y . Podemos
considerar una sucesión estrictamente creciente de números ordinales αi menores que
ω1 tales que xαi ∈ Fk para cada i ∈ N. Para cada l ∈ N, sean Al = {xαi : i ∈ N
con i ≥ l} y El = ClX(Al), entonces {El : l ∈ N} es una sucesión decreciente de

subconjuntos cerrados. La Proposición 3.24 asegura que
⋂
l∈N

El 6= ∅. Sea E =
⋂
l∈N

El. Sea

x ∈ E. Tenemos que Fk ⊂ U y como Fk es cerrado, entonces E ⊂ Fk ⊂ U =
⋃
α<ω1

Uα.

Aśı existe γ < ω1 tal que x ∈ Uγ ∈ τ . Tenemos dos casos:
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i. si γ ≥ αl para cada l ∈ N, como la sucesión es estrictamente creciente entonces
γ > αl para cada l ∈ N, y por la definición de Al deducimos que xγ /∈ A1. Luego,
Uγ ∩ Y = {xγ} y como A1 ⊂ Y se sigue que Uγ ∩A1 = ∅, esto contradice el hecho
de que x ∈ ClX(A1).

ii. si γ < αl para algún l ∈ N entonces xγ /∈ Al, de donde se sigue que xγ /∈ A1, aśı
que Uγ ∩ Y = {xγ}. Como Al ⊂ U entonces Uγ ∩ Al = ∅, lo cual no es posible
porque x ∈ ClX(Al) = El.

Entonces Y es numerable.

Teorema 3.30. Sea (X, τX) un espacio regular y numerablemente compacto sin
estrechez numerable. Entonces (X, τX) tiene un subespacio discreto no numerable.

Demostración. Como (X, τX) es un espacio sin estrechez numerable entonces existe
A ⊂ X tal que ClX(W ) ⊂ A para cada W ∈ N(A) y A no es cerrado en X. Aśı, existe
x ∈ ClX(A)−A. Sea Q ⊂ X un conjunto Gδ tal que x ∈ Q. Mostraremos que Q∩A 6= ∅
observando que Q ∩ ClX(W ) 6= ∅ para algún W ∈ N(A). Sea {Ui : i ∈ N} ⊂ X

una familia abierta de X tal que Q =
⋂
i∈N

Ui y que satisface que Ui+1 ⊂ Ui para

cada i ∈ N. Como X es regular entonces para cada i ∈ N existe Vi ∈ τX tal que

x ∈ Vi ⊂ ClX(Vi) ⊂ Ui. Sea B =

{
k⋂
j=1

Vj : k ∈ N

}
, y sea P =

⋂
i∈N

ClX(Vi) ⊂ Q. Aśı,

x ∈ P y B es numerable. Tenemos que B ⊂ τX y x ∈ B para todo B ∈ B. De que
x ∈ ClX(A) obtenemos que A ∩ B 6= ∅ para cada B ∈ B. De este modo, para cada

k ∈ N existe zk ∈ A
⋂( k⋂

j=1

Vj

)
. Sea C = {zk : k ∈ N}. Entonces C es numerable y

C ⊂ A. Probaremos que Q ∩ ClX(C) 6= ∅ viendo que x ∈ ClX(C). Sea M ∈ τX tal que
x ∈ M . Observemos que {X − ClX(Vi) : i ∈ N} ∪ {M} es una cubierta abierta para
X. Luego, existe F ∈ F(N) tal que {X − ClX(Vi) : i ∈ F} ∪ {M} cubre a X. Sea

m = máx (F ). Aśı, X = M
⋃( m⋃

i=1

X − ClX(Vi)

)
. Sea R =

m⋃
i=1

X − ClX(Vi)). Como

zm ∈ X se obtiene que zm ∈ M ó zm ∈ R. Dado que zm ∈
m⋂
i=1

ClX(Vi) se sigue que

zm ∈ M . Esto implica que zm ∈ M ∩ C. De donde se tiene que x ∈ ClX(C) y aśı
ClX(C) ∩Q 6= ∅. Por lo tanto Q ∩ A 6= ∅.
Por otro lado, sea yp ∈ A y Wp = X. Sea β < ω1 y supongamos inductivamente que
para todo α < β existe un punto yα ∈ A y Wα ∈ τX tal que satisface las siguientes
propiedades:

i. x ∈ Wα

ii. ClX(Wα) ∩ {yγ : γ < α} = ∅
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iii. yα ∈ Wγ, para cada γ ≤ α

Sea Yβ = {yα : α < β}. Entonces Yβ es un subconjunto numerable de A, de donde
ClX(Yβ) ⊂ A. Entonces x /∈ ClX(Yβ). Aśı, existe U ∈ τX tal que x ∈ U y U ∩ Yβ = ∅.
De la regularidad de X existe Wβ ∈ τX tal que x ∈ Wβ ⊂ ClX(Wβ) ⊂ U . Por lo que
ClX(Wβ) ∩ Yβ = ∅. Sea Qβ = ∩{Wα : α ≤ β}. Entonces Qβ es un conjunto Gδ tal que
x ∈ Qβ, aśı que Qβ ∩ A 6= ∅. Sea yβ ∈ Qβ ∩ A. De esta manera tenemos que x ∈ Wβ y
yβ ∈ Wα para cada α ≤ β. Lo anterior muestra que yβ y Wβ satisfacen i, ii y iii. Por el
principio de inducción transfinita existe Y = {yα : α < ω1} tal que yα 6= yβ si α 6= β.
Además Y ⊂ A y para cada α < ω1 existe Wα ∈ τX tal que i, ii, y iii son ciertas. Aśı,
Y ⊂ X es no numerable. Sea α < ω1. Por construcción yα ∈ Wβ para cada α ≥ β pero
yα /∈ Clx(Wβ) si α < β. Entonces yα ∈ X − Clx(Wβ) si α < β, de esto se sigue que
yα ∈ Wα−ClX(Wα+1). Sea P = Wα−ClX(Wα+1). Entonces P ∈ τX . Mostraremos que
P ∩ Y = {yα}. Sea y ∈ P ∩ Y . Entonces y = yα. Sea γ < ω1 tal que yγ ∈ P . Veremos
que γ = α. Si α < γ entonces α + 1 < γ, utilizando iii. tenemos que yγ ∈ Wα+1. Esto
es una contradicción. Si γ < α entonces por ii. tenemos que yγ /∈ ClX(Wα) y yγ ∈ Wα,
esto no es posible. Por lo tanto α = γ. Entonces P ∩Y = {yα}. Con esto conluimos que
Y es discreto y no numerable.

Definición 3.31. Si (X, τ) es un espacio topológico perfecto y regular, decimos que
(X, τ) es un espacio topológico perfectamente regular.

Corolario 3.32. Cada espacio perfectamente regular y numerablemente compacto tiene
estrechez numerable.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio perfectamente regular y numerablemente
compacto. Supongamos que (X, τ) no tiene estrechez numerable. El Teorema 3.30
implica que (X, τ) tiene un subespacio discreto no numerable (Y, τY ). El Teorema 3.29
garantiza que (Y, τY ) es numerable, lo cual es una contradicción. Por lo tanto (X, τ)
tiene estrechez numerable.
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Caṕıtulo 4

Espacios topológicos Secuenciales

En este caṕıtulo se estudiará el concepto de convergencia de sucesiones en espacios
topológicos secuenciales. Se inicia con propiedades básicas derivadas de la definición
de espacio secuencial. Luego, se exponen algunos resultados útiles para decidir si un
espacio topológico dado es o no secuencial. Posteriormente se describe la relación que
hay con los espacios de estrechez numerable y se finaliza con un breve análisis de la
compacidad secuencial.

Definición 4.1. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Decimos que A es
secuencialmente abierto si para toda sucesión {wn}n∈N en X que converge a un
punto w ∈ A, existe m ∈ N tal que wn ∈ A para cada n ≥ m. Decimos que A es
secuencialmente cerrado si para toda sucesión {wn}n∈N en A que converge a un
punto w ∈ X, se cumple que w ∈ A.

Proposición 4.2. En un espacio topológico (X, τ) todo conjunto abierto es
secuencialmente abierto y todo conjunto cerrado es secuencialmente cerrado.

Demostración. Para la primera afirmación sean A ∈ τ y {wn}n∈N una sucesión
arbitraria en X que converge a un punto w ∈ A. Entonces existe N ∈ N tal que
wn ∈ A para cada n ≥ N . Aśı, A es secuencialmente abierto.

Para la segunda afirmación, sean B ⊂ X cerrado y {zn}n∈N ⊂ B una sucesión
convergente a un punto z ∈ X. Entonces z ∈ ClX(B). Dado que B es cerrado,
B = ClX(B), de lo anterior z ∈ B. Por lo tanto, B es secuencialmente cerrado.

Proposición 4.3.

Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Entonces A es secuencialmente abierto si
y sólo si X − A es secuencialmente cerrado.

Demostración. Supongamos que A es secuencialmente abierto. Veremos que X−A es
secuencialmente cerrado. Sea {wn}n∈N una sucesión arbitraria en X − A que converge
a un punto w ∈ X. Supongamos que w ∈ A. De la hipótesis sobre A, existe m ∈ N tal
que wn ∈ A para cada n ≥ m. Aśı que A∩ (X −A) 6= ∅, lo cual no es posible. Entonces

43
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w ∈ X − A, es decir, X − A es secuencialmente cerrado.

Ahora, supongamos que X − A es secuencialmente cerrado y que A no es
secuencialmente abierto. Entonces existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ X que converge a
un punto x ∈ A tal que para cada n ∈ N existe Nn ≥ n tal que xNn /∈ A. Definamos
h ∈ NN mediante h(1) = N1 y h(n+ 1) = mı́n {Ns > h(n), s ∈ N} para cada n ∈ N.
Entonces {xh(n)}n∈N ⊂ X − A es una subsucesión de {xn}n∈N, de donde xh(n) → x.
Dado que X − A es secuencialmente cerrado se sigue que x ∈ X − A. Esto es una
contradicción. Por lo tanto A es secuencialmente abierto.

Teorema 4.4. Sea (X, τ) un espacio topológico.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. Todo subconjunto de X secuencialmente abierto es abierto.

ii. Todo subconjunto de X secuencialmente cerrado es cerrado.

Demostración. Para ver que i) implica ii) tomemos W ⊂ X secuencialmente cerrado,
entonces X −W es secuencialmente abierto, luego X −W ∈ τ y, por lo tanto W es
cerrado. Para ver que ii) implica i) sea V ⊂ X secuencialmente abierto, entonces X−V
es secuencialmente cerrado, aśı que X − V es cerrado y, por lo tanto V ∈ τ.

Definición 4.5. En un espacio topológico (X, τ) si todo subconjunto de X
secuencialmente abierto es abierto, decimos que (X, τ) es un espacio secuencial.

Ejemplo 4.6. Los espacios métricos son secuenciales. Sea (X, ρ) un espacio métrico.
Supongamos que (X, τρ) no es secuencial. Aśı, existe A ⊂ X secuencialmente abierto
que no es abierto. Por lo que existe a ∈ A tal que para cada ε > 0, Bε(a) * A. Entonces
para cada n ∈ N, existe xn ∈ B 1

n
(a) con xn ∈ X − A. Tenemos una sucesión {xn}n∈N

en X − A tal que xn → a. Como A es secuencialmente abierto, existe M ∈ N tal que
xn ∈ A para cada n >M , esto es una contradicción. Por lo tanto (X, τρ) es secuencial.

Ejemplo 4.7. El espacio conumerable (R, τcon) es un espacio que no es secuencial.
Tenemos que {2} ⊂ R es secuencialmente abierto porque las sucesiones convergentes
son eventualmente constantes (ver Ejemplo 6.17) pero {2} /∈ τcon.

Teorema 4.8. Sean (X, τ) un espacio topológico y τsec = {W ⊂ X : W es
secuencialmente abierto}. Entonces (X, τsec) es una topoloǵıa para X y τ ⊂ τsec.

Demostración. Dado que ∅, X son subconjuntos secuencialmente abiertos se obtiene
que ∅, X ∈ τsec. Ahora, sea {Ui : i ∈ I} una familia arbitraria de elementos de τsec.

Supongamos que {xn}n∈N es una sucesión en X convergente a x ∈
⋃
i∈I

Ui, entonces

x ∈ Uj para algún j ∈ I. De manera que existe N ∈ N tal que xn ∈ Uj para todo

n ≥ N . Aśı, xn ∈
⋃
i∈I

Ui para todo n ≥ N , es decir,
⋃
i∈I

Ui es secuencialmente abierto
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y, por lo tanto
⋃
i∈I

Ui ∈ τsec. Finalmente sean A,B ∈ τsec y una sucesión {zn}n∈N ⊂ X

convergente a z ∈ A ∩ B. Tenemos que z ∈ A y z ∈ B, de manera que existen
NA, NB ∈ N tales que zn ∈ A para cada n ≥ NA y zn ∈ B para cada n ≥ NB. Sea
N =máx {NA, NB}. Entonces zn ∈ A ∩ B para cada n ≥ N. Concluimos que A ∩ B
es un subconjunto secuencialmente abierto de X y por lo tanto A ∩B ∈ τsec. Entonces
τsec es una topoloǵıa para X. Si P ∈ τ , por la Proposición 4.2 P es un subconjunto de
X secuencialmente abierto, es decir τ ⊂ τsec.

La topoloǵıa τsec se llama topoloǵıa secuencial generada por la topoloǵıa τ.

Lema 4.9. Sea (X, τ) un espacio topológico, entonces (X, τ) es un espacio topológico
secuencial si y sólo si τsec = τ.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es un espacio topológico secuencial. Entonces
τsec ⊂ τ . Por la Proposición 4.2 tenemos que τ ⊂ τsec. Aśı, τsec = τ . Ahora, supongamos
que τsec = τ . Entonces τsec ⊂ τ , es decir, todo subconjunto de X secuencialmente abierto
es abierto, por lo tanto (X, τ) es un espacio topológico secuencial.

Proposición 4.10. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces (X, τ) es un espacio
secuencial si y sólo si para cualquier W ⊂ X que no sea cerrado, existe una sucesión
{an}n∈N ⊂ W tal que {an}n∈N −→ a con a ∈ X −W .

Demostración. Primero, supongamos que (X, τ) es un espacio secuencial. Sea A ⊂ X
que no sea cerrado. Por Teorema 4.4, existe {xn}n∈N ⊂ A tal que {xn}n∈N −→ x con
x ∈ X − A.
Ahora, supongamos que para cualquier W ⊂ X que no sea cerrado, existe una
sucesión {an}n∈N ⊂ W tal que {an}n∈N −→ a con a ∈ X − W . Mostraremos que
(X, τ) es un espacio secuencial. Sea A ⊂ X secuencialmente cerrado y supongamos que
A no es cerrado. Por hipótesis, existe una sucesión {pn}n∈N ⊂ A tal que {pn}n∈N −→ p
con p ∈ X −A, esto no es posible porque A es secuencialmente cerrado. Entonces A es
cerrado. Por lo tanto (X, τ) es un espacio secuencial.

Proposición 4.11. Sean (X, τ) un espacio topológico secuencial y A ⊂ X abierto
o cerrado, entonces (A, τA) también es un espacio topológico secuencial.

Demostración. Supongamos que A ∈ τ . Entonces A es secuencialmente abierto en X.
Sea W ⊂ A secuenciamente abierto en A. Mostraremos que W ∈ τ . Sea {wn}n∈N una
sucesión arbitraria en X que converge a un punto w ∈ W . Como A es secuencialmente
abierto en X, existe m ∈ N tal que wn ∈ A para cada n ≥ m. La hipótesis de que W es
secuencialmente abierto en A, garantiza que existe k ∈ N con k ≥ m tal que wn ∈ W
para cada n ≥ k. Esto implica que W es secuencialmente abierto en X. Aśı W ∈ τ .
Como W = A ∩W , W ∈ τA.

Supongamos que A es cerrado. Sea W ⊂ A secuencialmente cerrado en A. Veremos
que W es cerrado en X. Sea {wn}n∈N una sucesión arbitraria en W que converge a un
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punto w ∈ X. Como W ⊂ A entonces {wn}n∈N ⊂ A, y aśı w ∈ A porque A es cerrado,
es decir, {wn}n∈N ⊂ W tal que ĺım

n→∞
wn = w y w ∈ A, entonces w ∈ W porque W es

secuencialmente cerrado en A. Aśı, W es secuencialmente cerrado en X, entonces W es
cerrado en X pues (X, τ) es un espacio topológico secuencial. Finalmente, observemos
que W = A ∩W pues W ⊂ A, entonces W es cerrado en A.
En cualquier caso podemos concluir que (A, τA) es un espacio topológico secuencial.

Teorema 4.12. Todo espacio secuencial tiene estrechez numerable.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico secuencial. Mostraremos que (X, τ)
tiene estrechez numerable. Sea A ⊂ X tal que

⋃
{ClX(K) : K ∈ N(A)} ⊂ A.

Demostraremos que A es cerrado en X probando que A es secuencialmente cerrado
en X. Sea {xn}n∈N ⊂ A tal que xn → x con x ∈ X. El conjunto {xn}n∈N es numerable,
aśı ClX({xn}n∈N) ⊂ A. Dado que x ∈ ClX({xn}n∈N) obtenemos que x ∈ A. Por lo tanto
A es secuencialmente cerrado y, como (X, τ) es un espacio topológico secuencial se tiene
que A es cerrado, es decir, (X, τ) tiene estrechez numerable.

4.1. Espacios secuenciales y funciones continuas

Proposición 4.13. Sean (X, τX) un espacio topológico secuencial, (Y, τY ) un espacio
topológico arbitrario y f : X → Y una función. Entonces f es una función continua si
y sólo si {xn}n∈N es una sucesión tal que xn → x implica que f(xn)→ f(x).

Demostración. Para demostrar la primera parte supongamos que f es una función
continua y que {xn}n∈N ⊂ X es una sucesión tal que xn → x para algún x ∈ X. Sea
W ∈ τY tal que f(x) ∈ W . Entonces x ∈ f−1(W ) y, dado que f−1(W ) ∈ τX , existe
M ∈ N tal que xn ∈ f−1(W ) para cada n ≥ M . Se deduce que f(xn) ∈ W para todo
n ≥M . Es decir, f(xn)→ f(x).
Rećıprocamente, supongamos que para cada sucesión {xn}n∈N ⊂ X tal que xn → x
para algún x ∈ X, se tiene que f(xn) → f(x). Sea U ∈ τY . Demostraremos que
f−1(U) ∈ τX . Para esto verificaremos que f−1(U) es secuencialmente abierto en X. Sea
{zn}n∈N ⊂ X una sucesión tal que zn → z para algún z ∈ f−1(U). Entonces f(z) ∈ U
y, como f(zn)→ f(z), existe N ∈ N tal que f(zn) ∈ U para cada n ≥ N , por lo tanto
zn ∈ f−1(U) para todo n ≥M . Esto implica que f−1(U) es secuencialmente abierto en
X. De la secuencialidad de (X, τX) se concluye que f−1(U) ∈ τX . Entonces f es una
función continua.

Teorema 4.14. Sean (X, τX) un espacio topológico secuencial, (Y, τY ) un espacio
topológico, f : X → Y y g : Y → X funciones continuas tales que f ◦ g = IdY .
Entonces (Y, τY ) es un espacio topológico secuencial.

Demostración. Sea W ⊂ Y secuencialmente abierto. Si {xn}n∈N ⊂ X es una sucesión
tal que xn → x para algún x ∈ f−1(W ) entonces {f(xn)}n∈N es una sucesión en Y
tal que f(xn) → f(x) porque f es una función continua, y además f(x) ∈ W , aśı que
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existe M ∈ N tal que f(xn) ∈ W para cada n ≥ M , por lo que xn ∈ f−1(W ) para
cada n ≥ M , esto es f−1(W ) es secuencialmente abierto en X. Dado que (X, τX) un
espacio topológico secuencial entonces f−1(W ) ∈ τX y como g es una función continua
tenemos que g−1(f−1(W )) ∈ τY , pero g−1(f−1(W )) = (g−1 ◦f−1)(W ) = (f ◦g)−1(W ) =
IdY (W ) = W , aśı que W ∈ τY . Entonces (Y, τY ) es un espacio topológico secuencial.

Teorema 4.15. Sean (X, τX) un espacio topológico secuencial y (Y, τY ) un espacio
topológico. Si f : X → Y es una función cociente, entonces (Y, τY ) es un espacio
topológico secuencial.

Demostración. Sean U ⊂ Y secuencialmente abierto. Veremos que f−1(U) es
secuencialmente abierto. Sea {xn}n∈N ⊂ X una sucesión que converge a un punto
x ∈ f−1(U). Entonces f(x) ∈ U , y como f es continua, entonces f(xn)→ f(x). Luego,
existe N ∈ N tal que f(xn) ∈ U para cada n ≥ N. Aśı que xn ∈ f−1(U), para cada
n ≥ N. Entonces f−1(U) es secuencialmente abierto en X. Del hecho que (X, τX) es
secuencial, se sigue que f−1(U) ∈ τX . Entonces U ∈ τY pues f es una función cociente.
Aśı que (Y, τY ) es un espacio topológico secuencial.

La condición que A es abierto o cerrado en Proposición 4.11 es esencial, esto se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.16. Consideremos el espacio (M, τρ) definido en la Proposición 1.41. El
Teorema 4.15 y la Proposición 1.60 aseguran que (M, τρ) es un espacio secuencial.
Mostraremos que el espacio (M, τρ) tiene un subespacio que no es secuencial. Sea W =
M−{

(
1
n
, 0
)

: n ∈ N}. Por inciso i) de la Proposición 2.6, cada sucesión enW convergente
a (0, 0) es eventualmente constante, entonces {(0, 0)} es secuencialmente abierto en W .
Probaremos que {(0, 0)} no es abierto en W . Supongamos que {(0, 0)} es abierto en W .
Entonces W − {(0, 0)} es cerrado en W , es decir ClW (W − {(0, 0)}) = W − {(0, 0)}.
Como ClW (W −{(0, 0)}) = ClM(W −{(0, 0)})∩W , entonces W −{(0, 0)} = ClM(W −
{(0, 0)}) ∩W . Esto es una contradicción porque (0, 0) ∈ ClM(W − {(0, 0)}) ∩W . Por
lo tanto {(0, 0)} no es abierto en W . Entonces (W, τW ) es un subespacio de (M, τρ) que
no es secuencial.

Teorema 4.17. Sea (Y, τY ) un espacio topológico. Entonces (Y, τY ) es un espacio se-
cuencial si y sólo si existe un espacio métrico (X, τX) y una función cociente f : X → Y .

Demostración. Sea S(Y ) = {{xn : n ∈ N} ∪ {x} : xn → x}. Notemos que S(Y ) 6= ∅
pues contiene a las sucesiones constantes. Para cada A ∈ S(Y ), definimos SA = A×{A}.
Sea F = {SA : A ∈ S(Y )}. Si A,B ∈ S(Y ) y A 6= B, entonces SA ∩ SB = ∅ y SA yA
son homeomorfos. La Proposición 2.8 garantiza que cada A ∈ S(Y ) es un subespacio
metrizable de (Y, τY ). Entonces SA es un espacio métrico. La Proposición 1.73 garantiza
que X =

⊕
A∈S(Y )

SA es un espacio metrizable. Definimos la función f : X → Y mediante

f(x,A) = x. Demostraremos que f es una función cociente. Sea y ∈ Y , como S(Y ) 6= ∅
existe {wn}n∈N tal que wn → w, para algún w ∈ Y . Sea B = {yn}n∈N ∪ {w, y}, aśı
(y,B) ∈ X y es tal que f(y,B) = y. Esto muestra que f es suprayectiva. Sea U ∈ τY .
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Mostraremos que f−1(U) ∈ τX . Sea (x,A) ∈ f−1(U) tal que A ∈ S(Y ) y x ∈ A.
Caso I. x es un punto aislado de A.
Entonces {x} ∈ τX tal que (x,A) ∈ {x} × {A} ⊂ f−1(U).
Caso II. x es un punto ĺımite de A.
Supongamos que A = {xm : m ∈ N}∪{x}, dado que x ∈ U , existe r ∈ N tal que xs ∈ U
para cada s ≥ r, aśı que {xs : s ≥ r} ∪ {x} ∈ τX . Sea F = {xs : s ≥ r} ∪ {x}. Entonces
F ∈ τA y x ∈ F × {A} ⊂ f−1(U).
Esto muestra que f es continua.
Ahora, sea V ⊂ Y tal que f−1(V ) ∈ τX . Queremos ver que V ∈ τY . Es suficiente
mostrar que V es secuencialmente abierto en Y . Aśı que sea {yn}n∈N ⊂ Y una sucesión
infinita tal que yn → y para algún y ∈ V , es decir, {yn}n∈N ∪ {y} ∈ S(Y ). Sea B =
{yn : n ∈ N} ∪ {y}. Como f−1(V ) ∈ τX y (y,B) ∈ f−1(V ) entonces existe k ∈ N tal
que (yt, B) ∈ f−1(V ) para cada t ≥ k, de donde deducimos que yt = f(yt, B) ∈ V para
cada t ≥ k. Esto significa que V es secuencialmente abierto en Y . Como (Y, τY ) es un
espacio secuencial se tiene que V ∈ τY . Esto muestra que f es una función cociente.
El rećıproco se sigue del Teorema 4.15.

Corolario 4.18. Sean (X, τX) un espacio topológico secuencial y (Y, τY ) un espacio
topológico. Si f : X → Y es una función pseudo-abierta, entonces (Y, τY ) es un espacio
topológico secuencial.

Demostración. La Proposición 1.61 garantiza que f es una función cociente.
Utilizando el teorema 4.15 concluimos que (Y, τY ) es un espacio secuencial.

Corolario 4.19. La imagen abierta o cerrada de un espacio secuencial es secuencial.

Demostración. Por la Proposición 1.57, toda función suprayectiva abierta o cerrada
es pseudo-abierta. Entonces el resultado es inmediato del Teorema 4.15.

Corolario 4.20. Ser “secuencial” es una propiedad topológica.

Demostración. Sea (X, τX) un espacio topológico secuencial, (Y, τY ) un espacio
topológico tal que existe un homeomorfismo f : X → Y . Entonces f es una función
cociente. Por lo tanto (Y, τY ) un espacio topológico secuencial.

El siguiente ejemplo muestra que ser secuencial no es una propiedad hereditaria.

Ejemplo 4.21. El espacio (R, τf ) (ver Proposición 1.37) es un espacio secuencial por
Teorema 4.15 y por Proposición 1.60 y mostraremos que tiene un subespacio que no es
secuencial. Consideremos el conjunto P = R−{ 1

n
: n ∈ N}. La Proposición 2.5 implica

que si {xn}n∈N ⊂ P tal que xn → 0, existe M ∈ N tal que xn = 0 para cada n ≥ M.
Luego, xn ∈ {0} para cada n ≥M. Entonces {0} es secuencialmente abierto en P. Pero,
{0} /∈ τP . De lo contrario, existe U ∈ τf tal que {0} = P ∩ U , aśı 0 ∈ U . Como U es
base para τf , existe Q ∈ U tal que 0 ∈ Q ⊂ U. Entonces 0 ∈ Q ∩ P ⊂ U ∩ P. Es decir,
{0} ⊂ Q ∩ P y {0} ⊃ Q ∩ P. Por lo tanto, {0} = Q ∩ P.
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Caso I. Si Q ∈ τ(u,R).
Entonces existe ε > 0 tal que (−ε, ε) ⊂ Q. Luego (−ε, ε) ∩ P ⊂ Q ∩ P . Como
(−ε, 0] ⊂ (−ε, ε) ∩ P. Entonces (−ε, 0] ⊂ {0}, lo cual no es posible.

Caso II. Si Q ∈ W .
Entonces existe F ∈ P(τ(u,R)) tal que Q = {0} ∪ F . De que F ∈ P(τ(u,R)) tenemos
que F ∈ τ(u,R) y que existe M ∈ N tal que 1

n
∈ F, para cada n ≥ M . Sea K ∈ N

tal que K ≥ M, entonces 1
K
∈ F, y dado que F ∈ τ(u,R) entonces existe δ > 0

tal que
(

1
K
− δ, 1

K
+ δ
)
⊂ F , y como F ⊂ Q, entonces

(
1
K
− δ, 1

K
+ δ
)
⊂ Q, luego(

1
K
− δ, 1

K
+ δ
)
∩ P ⊂ Q ∩ P , entonces

(
1
K
− δ, 1

K
+ δ
)
∩ P ⊂ {0}, lo cual no es posible

porque debido a la propiedad de densidad de los números irracionales, existe a ∈ I
tal que a ∈

(
1
K
− δ, 1

K
+ δ
)
∩ P y a 6= 0. Por lo tanto {0} /∈ τP . Entonces (P, τP )

es un subespacio de (R, τf ) que no es secuencial. Más aún, tenemos que P − {0} es
secuencialmente cerrado en P y P −{0} no es cerrado en P , porque de lo contrario, es
decir, si P − {0} es cerrado en P , entonces {0} es abierto en P , lo cual no es posible.

4.2. Estructuras topológicas y ser secuencial

Teorema 4.22. La suma topológica de espacios secuenciales es secuencial.

Demostración. Sea {(Xα, τα) : α ∈ I} una familia de espacios topológicos secuenciales

ajenos dos a dos. Mostraremos que
⊕
α∈I

Xα es secuencial. Ahora, tomemos W ⊂
⋃
α∈I

Xα

secuencialmente abierto en
⊕
α∈I

Xα y veamos que W ∈ τ . Para ello, sea σ ∈ I, queremos

ver que W ∩Xσ ∈ τσ y dado que Xσ es un espacio secuencial basta probar que W ∩Xσ

es secuencialmente abierto en Xσ. Entonces consideremos una sucesión {xn}n∈N ⊂ Xσ

tal que xn → x para algún x ∈ W ∩Xσ en Xσ, de aqúı tenemos que xn → x en
⊕
α∈I

Xα

pues si U ∈ τ tal que x ∈ U entonces U ∩Xσ ∈ τσ y x ∈ U ∩Xσ. De que xn → x en
Xσ, existe N ∈ N tal que xn ∈ U ∩Xσ para cada n ≥ N y como U ∩Xσ ⊂ U , entonces

xn ∈ U para cada n ≥ N . Aśı, {xn}n∈N es una sucesión en
⋃
α∈I

Xα tal que xn → x en⊕
α∈I

Xα. Dado que x ∈ W y utilizando el hecho de que W es secuencialmente abierto

en
⊕
α∈I

Xα tenemos que existe M ∈ N tal que xn ∈ W para cada n ≥ M , y dado que

{xn}n∈N ⊂ Xσ entonces xn ∈ W ∩Xσ para cada n ≥M , esto significa que efectivamente
W ∩Xσ es secuencialmente abierto en Xσ, entonces W ∩Xσ ∈ τσ. Como σ fue elegido
arbitrario entonces W ∩ Xα ∈ τα para cada α ∈ I. Entonces W ∈ τ . Por lo tanto la
suma topológica de espacios secuenciales es secuencial.

El siguiente ejemplo muestra que el producto de dos espacios secuenciales
no necesariamente es secuencial.
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Ejemplo 4.23. Consideremos al espacio secuencial (Ξ, τη) definido en la Proposición
1.46. Es fácil ver que (Ξ, τη) no es un espacio de Hausdorff porque cualquier abierto
básico de (0, 0) intersecta a cualquier abierto básico de (0, 1) (ver incisos iii) y iv) de
Proposición 1.46). Mostraremos que el espacio producto (Ξ×Ξ, τΞ×Ξ) no es secuencial.
Sea D = {(y, y) : y ∈ Ξ}. Tenemos que (Ξ, τη) es un espacio de Hausdorff si y sólo si D
es un subconjunto cerrado en (Ξ×Ξ, τΞ×Ξ). Entonces D no es cerrado en (Ξ×Ξ, τΞ×Ξ).
Dado que (Ξ, τη) tiene ĺımites secuenciales únicos entonces D es secuencialmente cerrado
en (Ξ× Ξ, τΞ×Ξ).

4.3. Compacidad secuencial

Definición 4.24. Un espacio topológico (X, τ) es secuencialmente compacto si y
sólo si cada sucesión en X tiene una subsucesión convergente.

Teorema 4.25. Si (X, τ) es un espacio secuencialmente compacto, entonces (X, τ) es
numerablemente compacto.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es secuencialmente compacto y que no es
numerablemente compacto. Entonces existe una cubierta abierta numerable C ⊂ τ sin
subcubiertas finitas, digamos C = {Cn : n ∈ N}. Sea F ⊂ C finito, aśı

⋃
F∈F F ( X,

aśı existe xF ∈ X tal que xF /∈ F para cada F ∈ F . Para cada k ∈ N consideremos
el conjunto Fk = {C1, · · · , Ck}. Sean L = {xFk : k ∈ N} y {yn}n∈N una subsucesión
convergente de L. Supongamos que yn → y y que yn = xFkn se sigue que kn < kn+1

para cada n ∈ N. Aśı, yn /∈ Cj para cada j ∈ {1, · · · , kn}. Por otro lado, como y ∈
⋃
C,

deducimos que y ∈ Cm para algún m ∈ N, de donde existe N ∈ N tal que yn ∈ Cm para
cada n ≥ N . De esta manera, existe kp > m y p > N de modo que yp ∈ Cm, esto no es
posible porque yp /∈ Cm. Por lo tanto (X, τ) es numerablemente compacto.

Teorema 4.26. Sea (X, τ) un espacio topológico secuencial y de Hausdorff. Entonces
(X, τ) numerablemente compacto si y sólo si (X, τ) es secuencialmente compacto.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es numerablemente compacto. Probaremos
que (X, τ) es secuencialmente compacto. Sea {xi}i∈N una sucesión en X tal que si
xk = xr entonces r = k. Sea A = {xn : n ∈ N}. Primero veamos que A tiene un
punto de acumulación en X. Para la prueba de esta afirmación supongamos que A
no tiene puntos de acumulación en X. En particular, para cada i ∈ N se tiene que
xi no es punto de acumulación de A, entonces existe Ui ∈ τ tal que xi ∈ Ui y de
modo que A ∩ Ui = {xi}. Como A′X = ∅ y ClX(A) = A ∪ A′X , entonces ClX(A) = A,
es decir, A es cerrado en X y por lo tanto X − A ∈ τ . Por otro lado, dado que

(X − A) ∪ A = (X − A)
⋃(⋃

i∈N

Ui

)
, entonces {X − A} ∪ {Ui : i ∈ N} es una cubierta

abierta numerable para X. Del hecho que X es numerablemente compacto existe W ⊂ N

finito tal que X = (X − A)
⋃(⋃

j∈W

Uj

)
. Sea k ∈ N −W . Se tiene que xk ∈ Ur para
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algún r ∈ W , de donde se deduce que xk ∈ A∩Ur. Dado que A∩Ur = {xr}, se sigue que
xk = xr, por lo que k = r, lo cual no es posible. Entonces A tiene puntos de acumulación
en X. Sea x un punto de acumulación de A entonces x ∈ ClX(A− {x}) y aśı tenemos
que A−{x} no es cerrado en X. Dado que (X, τ) es secuencial deducimos que A−{x}
no es secuencialmente cerrado en X, por lo que existe una sucesión {yt}t∈N ⊂ A− {x}
tal que yt → y para algún y ∈ ClX(A−{x})− (A−{x}). Luego para cada t ∈ N existe
pt ∈ N tal que yt = xpt . Entonces {yt}t∈N es una subsucesión convergente de {xi}i∈N.
La proposición rećıproca es inmediata del Teorema 4.25.

Definición 4.27. Sea (X, τ) un espacio topológico y A una colección de subconjuntos
de X. Se dice que una colección B de subconjuntos de X es un refinamiento de
A si para cada B ∈ B existe A ∈ A tal que B ⊂ A. Si los elementos de B son
abiertos, llamamos a B un refinamiento abierto de A. Si los elementos de B son
cerrados, llamamos a B un refinamiento cerrado de A.

Definición 4.28. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos que una colección A de
subconjuntos de X es localmente finita si para cada x ∈ X existe U ∈ τ tal que
x ∈ U y U intersecta sólo a un número finito de elementos de A.

Definición 4.29. Un espacio topológico de Hausdorff (X, τ) es paracompacto si toda
cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito que cubre a X.

La prueba del siguiente lema puede consultarse en [5, Lema 41.3, p. 254].

Lema 4.30. Sea (X, τX) un espacio regular. Entonces (X, τX) es paracompacto si y
sólo si cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado localmente finito que
cubre a X.

La demostración del siguiente lema se encuentra en [5, Lema 39.1, p. 245].

Lema 4.31. Sean (X, τX) un espacio topológico y A una colección de subconjuntos de
X localmente finita. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

a) Cualquier subcolección de A es localmente finita.

b) ClX

(⋃
A∈A

A

)
=
⋃
A∈A

ClX(A).

Proposición 4.32. Todo espacio regular, paracompacto y numerablemente compacto
es compacto.

Demostración. Sea (X, τX) un espacio regular, paracompacto y numerablemente com-
pacto. Sea C una cubierta abierta para X. El Teorema 4.30 asegura que existe E un
refinamiento cerrado localmente finito para X que cubre a X. Tenemos dos casos.
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i. Supongamos que E = {E1, E2, · · · , En} para algún n ∈ N. Como E es un
refinamiento de C entonces para cada E ∈ E existe C ∈ C tal que E ⊂ C, de donde
existen C1, C2, · · · , Cn ∈ C tales que Ei ⊂ Ci para cada i ∈ {1, 2, · · · , n}. De que
n⋃
i=1

Ei = X se deduce que X =
n⋃
i=1

Ci, esto significa que {Ci : i ∈ {1, 2, · · · , n}} es

una subcubierta abierta finita para X. Por lo tanto X es compacto.

ii. Supongamos que E es infinito. Entonces existe W ⊂ E tal que W es numerable,

digamos W = {Fi ∈ E : i ∈ N}. Para cada k ∈ N definamos Ek =
∞⋃
i=k

Fi, entonces

para cada k ∈ N se tiene que Ek+1 ⊂ Ek. Además, del Lema 4.31 se deduce que

Ek es cerrado en X para cada k ∈ N. Por otro lado, supongamos que
∞⋂
k=1

Ek 6= ∅,

aśı existe w ∈
∞⋂
k=1

Ek. Aśı, existe U ∈ τ tal que w ∈ U y U intersecta sólo a una

cantidad finita de elementos de W , digamos {Fi1 , Fi2 , · · · , Fij} para algún j ∈ N.
Sin pérdida de generalidad supongamos que i1 < i2 < · · · , < ij−1 < ij. Como

w ∈ E1+ij , tenemos que w ∈
∞⋃

k=1+ij

Fk. Se sigue que w ∈ Fk para algún k ≥ 1 + ij.

Luego, w ∈ Fk ∩ U , lo cual no es posible. Se concluye que
∞⋂
k=1

Ek = ∅, esto es

una contradicción con la Proposición 3.24 pues X es numerablemenete compacto.
Este caso no pasa.

Corolario 4.33. Sea (X, τX) un espacio secuencial, paracompacto y regular. Entonces
(X, τX) es compacto si y sólo si (X, τX) es secuencialmente compacto.

Demostración. Supongamos que (X, τX) es secuencialmente compacto, el Teorema
4.25 garantiza que (X, τX) es numerablemente compacto. La Proposición 4.32 implica
que (X, τX) es compacto.
Rećıprocamente, supongamos que (X, τX) es compacto. Se deduce que (X, τX) es
numerablemente compacto y de Hausdorff. Del Teorema 4.26 tenemos que (X, τX) es
secuencialmente compacto.



Caṕıtulo 5

Espacios topológicos de Fréchet

En este caṕıtulo se presentan las propiedades básicas derivadas de la definición de
espacio de Fréchet. Incluye resultados útiles para decidir si un espacio topológico dado
es o no de Fréchet. Se describirán algunas estructuras topológicas de Fréchet como
la suma topológica y el producto de espacios de Fréchet y finalmente studiaremos la
relación que hay con los espacios secuenciales y los de estrechez numerable.

Definición 5.1. Sean (X, τ) un espacio topológico y x ∈ X. Decimos que (X, τ) es
un espacio de Fréchet si para cada A ⊂ X se satisface que x ∈ ClX(A) si y sólo si
existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ A tal que xn → x.

Proposición 5.2. Sean (X, τ) un espacio topológico, A ⊂ X y x ∈ X. Si existe una
sucesión {xn}n∈N ⊂ A tal que xn → x, entonces x ∈ ClX(A) .

Demostración. Sea U ∈ τ tal que x ∈ U . Entonces existe N ∈ N tal que xn ∈ U para
cada n ≥ N . Como {xn}n∈N ⊂ A, se tiene que xn ∈ A ∩ U para cada n ≥ N , es decir,
A ∩ U 6= ∅. Por lo tanto x ∈ ClX(A).

Nótese que por la Proposición 5.2, si se quiere mostrar que un espacio topológico
(X, τ) es de Fréchet, bastará probar para cada A ⊂ X, si x ∈ ClX(A), entonces existe
una sucesión {xn}n∈N ⊂ A tal que xn → x.

Proposición 5.3. Los espacios métricos son espacios de Fréchet (ver Proposición 2.4).

Ejemplo 5.4. El espacio (R, τf ) definido en Proposición 1.37 no es de Fréchet. Para
mostrarlo consideremos el conjunto A = R− ({0} ∪ { 1

n
: n ∈ N}). Probaremos primero

que 0 ∈ ClR(A). Sea U ∈ U tal que 0 ∈ U . Si U ∈ τ(u,R), existe δ > 0 tal que
0 ∈ (−δ, δ) ⊂ U . Como (−δ, 0) ⊂ U ∩ A concluimos que A ∩ U 6= ∅. Si U ∈ W , existe
F ∈ P(τ(u,R)) tal que U = {0} ∪ F . De que F ∈ P(τ(u,R)) tenemos que F ∈ τ(u,R) y
que existe M ∈ N tal que 1

n
∈ F, para cada n ≥ M . Luego 1

n
∈ U, para cada n ≥ M .

Sea K ∈ N tal que K ≥ M, entonces 1
K
∈ F, y dado que F ∈ τ(u,R), existe δ > 0

tal que
(

1
K
− δ, 1

K
+ δ
)
⊂ F ⊂ U . Debido a la propiedad de densidad de los números

irracionales con la topoloǵıa usual de R, existe a ∈ I tal que a ∈
(

1
K
− δ, 1

K
+ δ
)
∩A, es
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decir A∩U 6= ∅. En cualquier caso se concluye que 0 ∈ ClR(A). Pero ninguna sucesión
de elementos de A puede converger a 0 (ver Proposición 2.5). Por lo tanto (R, τf ) no es
de Fréchet.

Teorema 5.5. Ser de Fréchet es una propiedad hereditaria.

Demostración. Sea (X, τX) un espacio topológico de Fréchet y A ⊂ X. Mostraremos
que (A, τA) también es de Fréchet. Sea W ⊂ A y x ∈ A tal que x ∈ ClA(W ). Como
ClA(W ) = ClX(W ) ∩ A entonces x ∈ ClX(W ). Por ser (X, τX) un espacio topológico
de Fréchet, existe {xn}n∈N ⊂ W tal que xn → x en X. Sea P ∈ τA tal que x ∈ P .
Entonces P = A ∩ V para algún V ∈ τX . Aśı que x ∈ V . De esta manera existe m ∈ N
tal que xn ∈ V para cada n ≥ m, y dado que W ⊂ A, entonces xn ∈ V ∩ A = P para
cada n ≥ m, es decir, xn → x en A. En conclusión (A, τA) es de Fréchet.

Teorema 5.6. Los espacios topológicos de Fréchet son secuenciales.

Demostración. Sea (X, τX) un espacio topológico de Fréchet. Mostraremos que (X, τX)
es secuencial utilizando el Teorema 4.4. Sea W ⊂ X secuencialmente cerrado.
Veremos que W es cerrado en X probando que W = ClX(W ). El inciso ii) de la
Proposición 1.13 asegura que W ⊂ ClX(W ) falta ver que W ⊃ ClX(W ). Sea x ∈
ClX(W ). Dado que (X, τX) es un espacio topológico de Fréchet, existe {xn}n∈N ⊂ W
tal que xn → x. Puesto que W es secuencialmente cerrado, tenemos que x ∈ W .
Entonces ClX(W ) ⊂ W . Aśı, W = ClX(W ). Por lo tanto (X, τX) un espacio topológico
secuencial.

La siguiente proposición es inmediata de la Proposición 5.3 y del Teorema 5.6.

Proposición 5.7. Los espacios métricos son secuenciales.

El siguiente ejemplo muestra que un espacio secuencial no necesariamente es un
espacio de Fréchet.

Ejemplo 5.8. El espacio (M, τρ) es secuencial (ver Proposición 1.41 y Ejemplo 4.16) y
no es de Fréchet. Sea A el conjunto de puntos aislados de M . La Proposición 2.6 asegura
que ninguna sucesión de puntos de A converge a (0, 0). Probaremos que (0, 0) ∈ ClM(A).
Sea U ∈ τρ tal que (0, 0) ∈ U . Por inciso vi) de Proposición 1.41 existen m ∈ N y
h ∈ NN tal que (0, 0) ∈ Qm

h ⊂ U Como Qm
h ∩ A 6= ∅ entonces U ∩ A 6= ∅. Aśı que

(0, 0) ∈ ClM(A). Concluimos que el espacio (M, τρ) no es de Fréchet.

Corolario 5.9. Todo espacio de Fréchet tiene estrechez numerable.

Demostración. Sea (X, τ) es un espacio de Fréchet. El Teorema 5.6 asegura que (X, τ)
es un espacio secuencial. El Teorema 4.12 garantiza que (X, τ) tiene estrechez numera-
ble.

Teorema 5.10. Sea (X, τX) un espacio secuencial. Cada subespacio de X es secuencial
si y sólo si (X, τX) es un espacio de Fréchet.
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Demostración. Supongamos que cada subespacio de X es secuencial. Sean A ⊂ X y
x ∈ X tal que x ∈ ClX(A). Supongamos que x /∈ A. Por hipótesis el subespacio A∪{x}
es secuencial. Veremos que A no es secuencialmente cerrado en A∪{x}. Supongamos lo
contrario, queA es secuencialmente cerrado enA∪{x}. EntoncesA es cerrado enA∪{x},
por lo que existe C ⊂ X cerrado en X tal que A = C∩ (A∪{x}) = (C∩A)∪ (C∩{x}).
Notemos que x /∈ C, porque de lo contrario se tiene que C ∩ {x} = {x}, entonces
A = (C ∩ A) ∪ {x} y por lo tanto x ∈ A, lo cual no es posible. Entonces A = C ∩ A.
Esto implica que A ⊂ C. De esta manera se satisface que ClX(A) ⊂ C y luego x ∈ C,
contradicción. Aśı, A no es secuencialmente cerrado en A ∪ {x}. Se deduce que existe
una sucesión {wn}n∈N ⊂ A tal que wn → x en A∪{x} (ver Proposición 4.10). Más aún,
wn → x en X. De cualquier caso se puede concluir que (X, τX) es un espacio de Fréchet.

Rećıprocamente, supongamos que (X, τX) es un espacio de Fréchet. Sea W ⊂ X,
(W, τW ) es un espacio de Fréchet por el Teorema 5.5. El Teorena 5.6 garantiza que
los espacios de Fréchet son secuenciales. Aśı, (W, τW ) es un espacio secuencial. Por lo
tanto cada subespacio de X es secuencial.

5.1. Espacios de Fréchet y funciones continuas

Proposición 5.11. Sean (X, τX) un espacio de Fréchet, (Y, τY ) un espacio topológico
y f : X → Y una función. Entonces f es continua si y sólo si para cada sucesión
{xn}n∈N ⊂ X tal que xn → x, se tiene que f(xn)→ f(x).

Demostración. El Torema 5.6 asegura que (X, τX) es un espacio secuencial. De la
Proposición 4.13 obtenemos inmediatamente la prueba de este resultado.

Teorema 5.12. Sean (X, τX) un espacio topológico de Fréchet, (Y, τY ) un espacio
topológico arbitrario, f : X → Y una función continua y g : Y → X una función
continua tales que f ◦ g = IdY . Entonces (Y, τY ) es de Fréchet.

Demostración. Sean B ⊂ Y y b ∈ ClY (B). Entonces g(b) ∈ g(ClY (B)). Como g es
una función continua, el Teorema 1.14 garantiza que g(ClY (B)) ⊂ ClX(g(B)). Esto
implica que g(b) ∈ ClX(g(B)). Dado que (X, τX) es un espacio topológico de Fréchet,
existe una sucesión {wn}n∈N ⊂ g(B) tal que wn → g(b). Aśı, f({wn}n∈N) ⊂ f(g(B)) =
B. Tenemos que f es una función continua. La Proposición 5.11 asegura que {f(wn)}n∈N
es una sucesión en B tal que f(wn) → f(g(b)). De que f(g(b)) = IdY (b) = b se tiene
que f(wn)→ b. Por lo tanto (Y, τY ) es un espacio de Fréchet.

Teorema 5.13. La imagen pseudo-abierta de un espacio de Fréchet es de Fréchet.

Demostración. Sean (X, τX) y (Y, τY ) espacios topológicos. Supongamos que (X, τX)
es de Fréchet y que existe f : X → Y una función pseudo-abierta. Sean W ⊂ Y y w ∈ Y
tal que w ∈ ClY (W ). Veremos que f−1({w}) ∩ ClX(f−1(W )) 6= ∅ por contradicción.
Si f−1({w}) ∩ ClX(f−1(W )) = ∅, entonces f−1({w}) ⊂ X − ClX(f−1(W )) ∈ τX .
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Aśı, w ∈ intY (f(X − ClX(f−1(W )))) porque f es una función pseudo-abierta. De que
w ∈ ClY (W ) y w ∈ intY (f(X−ClX(f−1(W )))), intY (f(X−ClX(f−1(W ))))∩W 6= ∅.
De la inclusión intY (f(X−ClX(f−1(W ))))∩W ⊂ f(X−ClX(f−1(W )))∩W se tiene que
f(X −ClX(f−1(W )))∩W 6= ∅, esto no es posible por la Proposición 1.16. Por lo tanto
f−1({w}) ∩ ClX(f−1(W )) 6= ∅. Aśı, existe algún punto p ∈ f−1({w}) ∩ ClX(f−1(W )).
Como (X, τX) es un espacio de Fréchet existe una sucesión {qn}n∈N ⊂ f−1(W ) tal que
qn → p. Dado que f es una función continua, la Proposición 5.11 asegura que {f(qn)}n∈N
es una sucesión en W tal que f(qn) → f(p). Más aún, como p ∈ f−1({w}) tenemos
que f(p) = w, es decir, {f(qn)}n∈N es una sucesión en W tal que f(qn)→ w. Entonces
(Y, τY ) es un espacio de Fréchet.

Ejemplo 5.14. El espacio S(ω) (ver Proposición 1.44) es de Fréchet. Tenemos que
(S × N, τS×N) es un subespacio del espacio métrico (R2, τ(u,R2)), la Proposición 1.70
asegura que (S × N, τS×N) es un espacio métrico. La Proposición 5.3 garantiza que
(S×N, τS×N) es un espacio de Fréchet. La Proposición 1.58 implica que g : S×N→ S(ω)
es una función pseudo-abierta. Del Teorema 5.13 se deduce que S(ω) es de Fréchet.

Corolario 5.15. La imagen abierta o cerrada de un espacio de Fréchet es de Fréchet.

Demostración. La Proposición 1.57 asegura que toda función suprayectiva abierta o
cerrada es una función pseudo-abierta. El Teorema 5.13 concluye la prueba.

Proposición 5.16. Sean (X, τX) un espacio topológico de Fréchet y de Hausdorff y
(Y, τY ) un espacio topológico de Hausdorff. Si f : X → Y es una función cociente,
entonces (Y, τY ) es un espacio de Fréchet si y sólo si f es una función pseudo-abierta.

Demostración. Supongamos que (Y, τY ) es un espacio de Fréchet. Mostraremos que
f es una función pseudo-abierta. Por hipótesis tenemos que f es una función cociente,
esto significa f es una función continua y suprayectiva. Ahora, sean y ∈ Y y U ∈ τX
tal que f−1({y}) ⊂ U . Supongamos que y /∈ intY (f(U)). Entonces y ∈ ClY (Y − f(U)).
De donde existe una sucesión {wn}n∈N tal que {wn}n∈N ⊂ Y − f(U) y que satisface
que wn → y. Sean A = {wn : n ∈ N} y B = f−1(A). Demostraremos que B es un
subconjunto cerrado de X viendo que ClX(B) ⊂ B∪f−1({y}) y ClX(B)∩f−1({y}) = ∅.
Primero, como f−1({y}) ⊂ U , se tiene que y ∈ f(U). Dado que A ⊂ Y − f(U),
y /∈ A. Puesto que wn → y, y es un punto ĺımite de A. Sabemos que (Y, τY ) es un
espacio de Hausdorff por hipótesis. La Proposición 6.16 garantiza que y es el único
punto ĺımite de A. El Teorema 1.30 asegura que ClY (A) = A ∪ {y}. Debido a que f
es una función continua, del Teorema 1.15 tenemos que ClX(f−1(A)) ⊂ f−1(ClY (A)).
Entonces f−1(ClY (A)) = f−1(A ∪ {y}) = f−1(A) ∪ f−1({y}) = B ∪ f−1({y}). Por lo
tanto ClX(f−1(A)) ⊂ B ∪ f−1({y}), es decir, ClX(B) ⊂ B ∪ f−1({y}). Recordemos
que A ⊂ Y − f(U), entonces f(U) ⊂ Y − A, luego f−1(f(U)) ⊂ f−1(Y − A). Como
U ⊂ f−1(f(U)), f−1(Y − A) = f−1(Y ) − f−1(A) y f−1(Y ) = X, obtenemos
f−1(A) ⊂ X − U , es decir, B ⊂ X − U . Como X − U es un conjunto cerrado en X,
entonces ClX(B) ⊂ ClX(X−U) = X−U . Aśı deducimos que ClX(B)∩U = ∅. De que
f−1({y}) ⊂ U se sigue que ClX(B)∩f−1({y}) = ∅. Tenemos que ClX(B) ⊂ B∪f−1({y})
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y ClX(B) ⊂ X − f−1({y}), por lo que ClX(B) = B. Finalmente, observemos que
X − B = X − f−1(A) = f−1(Y ) − f−1(A) = f−1(Y − A), aśı que f−1(Y − A) ∈ τX .
De la hipótesis sobre f se concluye que Y − A ∈ τY . Por lo que A es cerrado en Y , es
decir, ClY (A) = A. Puesto que ClY (A) = A ∪ {y}, entonces y ∈ ClY (A). Aśı, y ∈ A,
de donde y ∈ Y − f(U), contradiciendo la elección f−1({y}) ⊂ U . Esta contradicción
surgió de suponer que y /∈ intY (f(U)). Concluimos que y ∈ intY (f(U)). Por lo tanto f
es una función pseudo-abierta.
La segunda parte de esta proposición es inmediata del Teorema 5.13.

Teorema 5.17. Sea (Y, τY ) un espacio topológico de Hausdorff. Entonces (Y, τY ) es de
Fréchet si y sólo si existen un espacio métrico (X, τX) y una función pseudo-abierta
f : X → Y .

Demostración. Supongamos que (Y, τY ) es un espacio de Fréchet y de Hausdorff.
Del Teorema 5.6 se deduce que (Y, τY ) es secuencial. Entonces por el Teorema 4.17
existe un espacio métrico (X, τX) y una función cociente f : X → Y . Como (X, τX) es
métrico, la Proposición 5.3 y la Proposición 1.69 garantizan que (X, τX) es Fréchet y
de Hausdorff. De la Proposición 5.16 de deduce que f es una función pseudo-abierta.

Rećıprocamente, supongamos que existen un espacio métrico (X, τX) y una función
pseudo - abierta f : X → Y . Como (X, τX) es un espacio métrico, la Proposición 5.3
y la Proposición 1.69 aseguran que (X, τX) es un espacio de Fréchet y de Hausdorff.
Además, como f es una función pseudo-abierta, del Teorema 5.13 se deduce que (Y, τY )
es un espacio de Fréchet.

5.2. Estructuras topológicas y ser Fréchet

Teorema 5.18. La suma topológica de espacios de Fréchet es de Fréchet.

Demostración. Sea {(Xα, τα) : α ∈ I} una familia de espacios topológicos de Fréchet
ajenos dos a dos. Mostraremos que

⊕
α∈I

Xα es de Fréchet. Sean W ⊂ X y x ∈ ClX(W ).

Entonces existe κ ∈ I tal que x ∈ Xκ. Probaremos que x ∈ ClXκ(W ). Sea U ∈ τXκ tal
que x ∈ U . Entonces U ∈ τ tal que x ∈ U . De esta manera tenemos que U ∩W 6= ∅,
por lo que x ∈ ClXκ(W ∩Xκ). De que cada espacio de la familia es de Fréchet se deduce
que existe {an}n∈N ⊂ W ∩ Xκ tal que an → x en (Xκ, τκ). Verificaremos que an → x
en
⊕
α∈I

Xα. Sea V ∈ τ tal que x ∈ V . Aśı, V ∩ Xκ ∈ τκ tal que x ∈ V ∩ Xκ de donde

deducimos que existe r ∈ N tal que an ∈ V ∩Xκ para cada n ≥ r. Por lo tanto an → x
en
⊕
α∈I

Xα.

El siguiente ejemplo muestra que el producto de dos espacios topológicos de Fréchet
no necesariamente es de Fréchet.
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Ejemplo 5.19. Consideremos el espacio S(ω) definido en la Proposición 1.44, el
subespacio (S, τS) de (R, τ(u,R)) y el espacio topológico (S(ω) × S, τS(ω)×S). El
Ejemplo 5.14 asegura que S(ω) es un espacio de Fréchet. De que (R, τ(u,R)) es un espacio
métrico y de la Proposición 1.70 se tiene que (S, τS) es métrico. De la Proposición 5.3
se deduce que (S, τS) es un espacio de Fréchet. Consideremos al conjunto Z definido
en el Ejemplo 2.7. Probaremos que ((0, 0), 0) ∈ ClS(ω)×S(Z). Sea U ∈ τS(ω)×S tal que
((0, 0), 0) ∈ U . Por inciso iv) de Proposición 1.44 y por Lema 1.35 existen una función
e : N → N y M ∈ N tales que Ψe × SM ⊆ U . El hecho de que ( 1

n
, 1
nM

) ∈ EM para
cada n ∈ N garantiza que ( 1

n
, 1
nM

) ∈ Ψe ∩ EM si n ≥ e(M). Como U ∩ (EM × { 1
M
}) =

(Ψe × SM) ∩ (EM × { 1
M
}) = (Ψe ∩ EM) × (SM ∩ { 1

M
}) = (Ψe ∩ EM) × { 1

M
} se sigue

que (( 1
e(M)

, 1
e(M)M

), 1
M

) ∈ (Ψe ∩ EM) × { 1
M
}. Esto implica que U ∩ (EM × { 1

M
}) 6= ∅.

Puesto que EM × { 1
M
} ⊂ Z se tiene que U ∩ (EM × { 1

M
}) ⊂ U ∩ Z. Se concluye que

Z ∩ U 6= ∅. Por lo tanto ((0, 0), 0) ∈ ClS(ω)×S(Z). Pero ninguna sucesión de elementos
de Z converge a ((0, 0), 0) (ver Ejemplo 2.7).



Caṕıtulo 6

Espacios topológicos Primero
Numerables

Este caṕıtulo presenta un breve estudio de los espacios primero numerables. Incluye
resultados útiles para decidir si un espacio topológico dado es o no primero numerable.
Describe algunas funciones que preservan la primero numerabilidad. Expone algunas
estructuras topológicas primero numerables como la suma topológica y el producto de
espacios topológicos primero numerables. Finalmente, analiza la relación que hay con
los espacios de estrechez numerable, secuenciales y de Fréchet.

Definición 6.1. Un espacio topológico (X, τ) es primero numerable, si cada x ∈ X
tiene una base local a lo más numerable.

Ejemplo 6.2. Sea X un conjunto a lo más numerable. El espacio topológico cofinito
(X, τcof ) es primero numerable. Sean x ∈ X y B = {X − F : F ∈ F(X − {x})}. Por
definición del conjunto B, deducimos que x ∈ B para cada B ∈ B.

Si W ∈ B, entonces existe G ∈ F(X − {x}) tal que W = X − G, luego W ⊂ X
es tal que X −W = G, de donde se concluye que W ∈ τcof . Por lo tanto B ⊂ τcof .

Para cada V ∈ τcof tal que x ∈ V , tenemos que {x} ⊂ V , de donde X − V ⊂ X − {x},
entonces X − V ∈ F(X − {x}). Dado que V = X − (X − V ), entonces V ∈ B.

Finalmente, para cada n ∈ N definamos En = {X − F : F ∈ Fn(X − {x})}. Aśı,

En es numerable para todo n ∈ N. Además B =
⋃
n∈N

En, es decir, B es unión numerable

de conjuntos numerables. Entonces B es numerable. Por lo tanto B es una base local
a lo más numerable de x. Y como x fue arbitrario, podemos concluir que (X, τcof ) es
primero numerable.

Ejemplo 6.3. Sea X un conjunto infinito no numerable, es decir, tal que |X| > ω.
Entonces el espacio topológico (X, τcof ) no es primero numerable. Supongamos que
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(X, τcof ) śı es primero numerable. Sea x0 ∈ X. Entonces x0 tiene una base local a lo
más numerable, digamos H. Tenemos que X − H es finito para cada H ∈ H, luego⋃
H∈H

X − H es a lo más numerable. Sea L =
⋃
H∈H

X − H, entonces L ( X, de este

modo existe w ∈ X tal que w /∈ L, es decir, X − L 6= ∅. Notemos que x0 ∈ X − L
porque x0 ∈ H para cada H ∈ H. La infinidad no numerable de X permite escoger
α ∈ X − L tal que α 6= x0. Como {α} es un conjunto finito, entonces X − {α} ∈ τcof
tal que x0 ∈ X − {α}, aśı que, existe F ∈ H tal que x0 ∈ F y F ⊂ X − {α}, de donde

se deduce que {α} ⊂ X − F y, dado que X − F ⊂
⋃
H∈H

X −H, se tiene que α ∈ L, lo

cual es una contradicción.

Observación 6.4. Del Ejemplo 6.2 y del Ejemplo 6.3 se deduce que (X, τcof ) es primero
numerable si y sólo si X es a lo más numerable.

Lema 6.5. Sean (X, τ) un espacio primero numerable y x ∈ X. Si B es una base
local de x en X, entonces existe una subfamilia numerable B′ de B tal que B′ es base
local de x en X.

Demostración. Como (X, τ) es espacio primero numerable, entonces x tiene una base
local D a lo más numerable. Para cada D ∈ D existe BD ∈ B tal que x ∈ BD ⊂ D.
Sea B′ = {BD ∈ B : D ∈ D}. Entonces B′ ⊂ B y B′ es a lo más numerable. Ahora, sea
U ∈ τ tal que x ∈ U , entonces existe D ∈ D tal que x ∈ D ⊂ U . Aśı, x ∈ BD ⊂ D ⊂ U .
Por lo tanto B′ es base local de x en X.

Teorema 6.6. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces (X, τ) es primero numerable
si y sólo si para cada x ∈ X existe U = {Un : n ∈ N} ⊂ τ tal que U es base local de
x ∈ X y Un+1 ⊂ Un para cada n ∈ N.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es primero numerable y sea x ∈ X, entonces
x tiene una base local a lo más numerable, sea B = {Bn : n ∈ N} dicha base. Para cada

n ∈ N definamos Un =
n⋂
i=1

Bi y consideremos el conjunto U = {Un : n ∈ N
}

. Sea

W ∈ U . Entonces W = Um para algún m ∈ N. Dado que B ⊂ τ , se sigue que Bn ∈ τ
para cada n ∈ N, entonces W ∈ τ , por lo tanto U ⊂ τ . Dado que x ∈ Bn para cada
n ∈ N, entonces x ∈ Un para cada n ∈ N. Ahora sea V ∈ τ tal que x ∈ V , entonces
existe z ∈ N tal que x ∈ Bz ⊂ V . De que Uz ⊂ Bz se tiene que x ∈ Uz ⊂ V . Por lo

tanto U es base local de x. Finalmente, como
n+1⋂
i=1

Bi ⊂
n⋂
i=1

Bi para cada n ∈ N, entonces

Un+1 ⊂ Un para cada n ∈ N.

Rećıprocamente, supongamos que para cada x ∈ X existe U = {Un : n ∈ N} ⊂ τ
tal que U es base local de x ∈ X y Un+1 ⊂ Un, para cada n ∈ N. Entonces (X, τ) es
primero numerable, porque U es a lo más numerable.
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Proposición 6.7. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces (X, τ) es primero
numerable si y sólo si (Y, τY ) es primero numerable para cada Y ⊂ X.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es primero numerable. Sean Y ⊂ X y y ∈
Y . Entonces y ∈ X, luego y tiene una base local a lo más numerable, digamos B.
Consideremos el conjunto B0 = {Y ∩ B : B ∈ B}. Vamos a demostrar que B0 es una
base local de y en (Y, τY ). En primer lugar observemos que si W ∈ B0, existe A ∈ B tal
que W = Y ∩ A, es decir, existe A ∈ τ tal que W = Y ∩ A. Aśı, W ∈ τY . Por lo tanto
B0 ⊂ τY . Por otro lado, sea U ∈ τY tal que y ∈ U , existe G ∈ τ tal que U = Y ∩ G y
y ∈ G. Dado que B es base local a lo más numerable de y en (X, τ), existe P ∈ B tal
que y ∈ P ⊂ G. Esto implica que y ∈ P ∩Y ⊂ G∩Y . Sea V = Y ∩P , entonces V ∈ B0

es tal que y ∈ V ⊂ U . Finalmente, de que B es base local a lo más numerable de y en
(X, τ), se tiene que y ∈ B para cada B ∈ B. Se sigue que y ∈ Y ∩B para todo B ∈ B.
De esta manera, y ∈ β para cada β ∈ B0. Además, como B es a lo más numerable,
aseguramos que B0 es a lo más numerable. Deducimos que B0 es una base local a lo más
numerable de y en (Y, τY ). Concluimos que (Y, τY ) es primero numerable.

Rećıprocamente, supongamos que (Y, τY ) es primero numerable para cada Y ⊂ X.
Como X ⊂ X, entonces (X, τX) es primero numerable. Por lo tanto (X, τ) es primero
numerable.

Teorema 6.8. Todo espacio primero numerable es de Fréchet.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio topológico primero numerable, E ⊂ X y x ∈
ClX(E). Vamos a demostrar que existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ E tal que xn → x. Como
(X, τ) es primero numerable, entonces por el Teorema 6.6
existe U = {Un : n ∈ N} ⊂ τ tal que U es base local de x ∈ X y Un+1 ⊂ Un,
para cada n ∈ N. Como x ∈ ClX(E), se deduce que Un ∩ E 6= ∅ para cada n ∈ N.
Sea zn ∈ Un ∩ E para cada n ∈ N. Aśı, {zn}n∈N es una sucesión de elementos en E.
Probaremos que zn → x. Si V ∈ τ tal que x ∈ V , nuestra elección de U asegura que
existe k ∈ N tal que x ∈ Uk ⊂ V y, si n ≥ k entonces Un ⊂ Uk, por lo tanto zn ∈ Uk
para cada n ≥ k, se deduce que zn ∈ V para cada n ≥ k. Es decir, zn → x. Concluimos
que (X, τ) es un espacio de Fréchet.

El siguiente ejemplo muestra que la proposición rećıproca del Teorema 6.8 no siempre
se satisface.

Ejemplo 6.9. El espacio S(ω) (ver Proposición 1.44) no es primero numerable. De lo
contrario, el Lema 6.5 implica que existe F ∈ N(NN) tal que {Ψh : h ∈ F} es base
local de (0, 0) en S(ω)(ver inciso iv) de Proposición 1.44). Sin pérdida de generalidad
supongamos que F = {hn ∈ NN : hn es función, n ∈ N}. Consideremos la función
H : N→ N definida mediante H(n) = hn(n)+1. Entonces ΨH ∈ τg tal que (0, 0) ∈ ΨH .

Aśı, existe j ∈ N tal que (0, 0) ∈ Ψhj ⊂ ΨH . Por lo que
(

1
hj(j)

, 1
hj(j)j

)
∈ ΨH , de este

modo existen s, r ∈ N con r ≥ H(s) tales que
(

1
hj(j)

, 1
hj(j)j

)
= (1

r
, 1
rs

), de esto deducimos
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que r = hj(j) y que j = s. Entonces hj(j) ≥ H(j), esto no es posible. Por lo tanto S(ω)
no es primero numerable.

Teorema 6.10. Todo espacio métrico es primero numerable.

Demostración. Sean (X, ρ) un espacio métrico y x ∈ X. Entonces la familia
B = {B 1

n
(x) : n ∈ N} es una base local numerable de x.

Corolario 6.11. Todo espacio metrizable tiene estrechez numerable.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio metrizable. Por el Ejemplo 5.3, (X, τ) es un
espacio de Fréchet. El Corolario 5.9 implica que (X, τ) tiene estrechez numerable.

La siguiente proposición es inmediata de los Teoremas 5.6 y 6.8.

Proposición 6.12. Los espacios topológicos primero numerable son secuenciales.

Corolario 6.13. Los espacios metrizables son espacios secuenciales.

Demostración. Los espacios metrizables son espacios primero numerables. La Propo-
sición 6.12 implica que son espacios secuenciales.

Ejemplo 6.14. Sean (R, τcof ), A ⊂ R y w ∈ R tal que w ∈ ClR(A).
CASO I. A es finito.
Entonces A es cerrado en (R, τcof ), es decir, A = ClR(A), aśı que w ∈ A y aśı basta
considerar la sucesión constante {w}n∈N, esta es una sucesión en A que converge a w.
CASO II. A es infinito.
Entonces existe W ⊂ A infinito numerable, digamos W = {wn : n ∈ N}. Consideremos
la sucesión {wn}n∈N ⊂ A. Entonces wn → r para cada r ∈ R. En particular, wn → w.
Por lo tanto (R, τcof ) es un espacio de Fréchet que no es primero numerable.

Ejemplo 6.15. El espacio topológico (R, τcon) no es primero numerable. Supongamos śı
lo es, entonces cada número real tiene una base local a lo más numerable. En particular
0 tiene una base local a lo más numerable, digamos B0 = {Bn : n ∈ N}. De esto se

tiene que para cada n ∈ N, R−Bn es a lo más numerable. Aśı,
⋃
n∈N

R−Bn es a lo más

numerable. Se sigue que
⋃
n∈N

R−Bn ( R. Por lo que existe w ∈ R tal que w /∈
⋃
n∈N

R−Bn.

Sabemos que
⋃
n∈N

R−Bn = R−
⋂
n∈N

Bn y que 0 ∈
⋂
n∈N

Bn. Deducimos que 0 /∈ R−
⋂
n∈N

Bn.

Debido a que R es no numerable podemos elegir w 6= 0. Tomemos que R− {w} ∈ τcon.
Es claro que 0 ∈ R − {w}. El hecho de que B0 es base local a lo más numerable de 0,
implica que existe m ∈ N de modo que 0 ∈ Bm ⊂ R − {w}. Equivalentemente

{w} ⊂ R − Bm . Dado que R − Bm ⊂
⋃
n∈N

R − Bn se tiene que {w} ⊂
⋃
n∈N

R − Bn.

Luego, w ∈
⋃
n∈N

R−Bn, lo cual no es posible. Por lo tanto el espacio topológico (R, τcon)

no es primero numerable.
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Proposición 6.16. Sean (X, τX) un espacio topológico de Hausdorff, {xn}n∈N una
sucesión en X y x, y ∈ X tales que xn → x y xn → y. Entonces x = y.

Demostración. Haremos la prueba por contradicción. Supongamos que x 6= y. Por ser
(X, τX) un espacio topológico de Hausdorff, existen U, V ∈ τX tales que x ∈ U , y ∈ V
y U ∩V = ∅. Como xn → x y x ∈ U , existe Nu ∈ N tal que xn ∈ U para cada n ≥ Nu y
análogamente, como xn → y y y ∈ V , existe Nv ∈ N tal que xn ∈ V para cada n ≥ Nv.
Sea N = máx{Nu, Nv}. Entonces xn ∈ U ∩ V para cada n ≥ N , aśı que U ∩ V 6= ∅, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto x = y.

El siguiente ejemplo muestra que el rećıproco de la Proposición 6.16 no siempre se
cumple.

Ejemplo 6.17. Existe un espacio con ĺımites secuenciales únicos que no es T2.
Consideremos el conjunto R con la topoloǵıa conumerable. Sean x ∈ R y {xn}n∈N una
sucesión en R tal que xn → x. Como U = {x} ∪ (R − {xn : n ∈ N}) ∈ τcon es tal que
x ∈ U, existe m ∈ N tal que xn ∈ U para cada n ≥ m, de esto tenemos que xn = x
para cada n ≥ m. Entonces las sucesiones convergentes son eventualmente constantes.
Aśı, los ĺımites secuenciales son únicos. Por otro lado, supongamos que (R, τcon) es de
Hausdorff. Sean x, y ∈ R tales que x 6= y. Entonces existen Ux, Uy ∈ τcon de manera que
x ∈ Ux, y ∈ Uy y Ux ∩ Uy = ∅. De aqúı se tiene que Ux ⊂ R − Uy. Dado que R − Uy
es a lo más numerable deducimos que Ux es a lo más numerable. Como R − Ux es un
conjunto a lo más numerable, entonces R = Ux ∪ (R − Ux) es a lo más numerable, lo
cual es falso. Por lo tanto (R, τcon) no es de Hausdorff.

Proposición 6.18. Sea (X, τ) un espacio topológico primero numerable. Entonces
(X, τ) es un espacio de Hausdorff si y sólo si los ĺımites secuenciales en X son únicos.

Demostración. De la Proposición 6.16 tenemos que si (X, τ) es un espacio de
Hausdorff entonces los ĺımites secuenciales en X son únicos.
Ahora, supongamos que (X, τ) es un espacio topológico primero numerable y que
los ĺımites secuenciales en X son únicos. Mostraremos que (X, τ) es un espacio de
Hausdorff. Supongamos que no lo es, entonces existen x, y ∈ X tales que x 6= y y para
cada U ∈ τ tal que x ∈ U se tiene que U ∩ V 6= ∅ para cada V ∈ τ tal que y ∈ V .
Como (X, τ) es un espacio topológico primero numerable, entonces por el Teorema 6.6
existe Ux = {Un : n ∈ N} ⊂ τ tal que Ux es base local de x ∈ X y Un+1 ⊂ Un, para
cada n ∈ N. Análogamente, existe Vy = {Vn : n ∈ N} ⊂ τ tal que Vy es base local
de y ∈ X y Vn+1 ⊂ Vn, para cada n ∈ N. Entonces para cada n ∈ N se satisface que
Un∩Vn 6= ∅. Aśı que para cada n ∈ N existe zn ∈ Un∩Vn, más aún, la sucesión {zn}n∈N
tiene las siguientes caracteŕısticas:

i. {zn}n∈N → x
En efecto, sea P ∈ τ tal que x ∈ P , como Ux es base local de x entonces existe
j ∈ N tal que x ∈ Uj ⊂ P , dado que Un+1 ⊂ Un para cada n ∈ N y que zn ∈ Un
para cada n ∈ N tenemos que zm ∈ P para cada m ≥ j.
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ii. {zn}n∈N → y
Sea Q ∈ τ tal que y ∈ Q, como Vy es base local de y entonces existe k ∈ N tal
que y ∈ Vk ⊂ Q, dado que Vn+1 ⊂ Vn para cada n ∈ N y que zn ∈ Vn para cada
n ∈ N tenemos que zn ∈ Q para cada n ≥ k.

Como los ĺımites secuenciales en X son únicos deducimos que x = y, lo cual no es
posible. Por lo tanto (X, τ) es un espacio de Hausdorff.

6.1. Espacios primero numerables y funciones

continuas

La imagen continua de un espacio primero numerable no es primero numerable y lo
mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.19. La función f : (R, τdis) → (R, τcof ) definida mediante f(r) = r tiene
las siguientes propiedades:

a) f es continua, porque si U ∈ τcof , como f−1(U) ⊂ R entonces f−1(U) ∈ τdis.

b) f es suprayectiva pues es la función identidad.

c) f no es abierta, notemos que {2} ∈ τdis pero f({2}) = {2} /∈ τcof porque R−{2}
no es finito.

Pero el espacio (R, τcof ) no es primero numerable (ver Ejemplo 6.3).

El siguiente ejemplo muestra la existencia de una función abierta de un espacio
primero numerable en un espacio que no lo es.

Ejemplo 6.20. La función f : (R, τind) → (R, τcon) definida mediante f(r) = r tiene
las siguientes propiedades:

a) f es abierta, f(∅) = ∅ y f(R) = R.

b) f es suprayectiva pues es la función identidad.

c) f no es continua, porque R− N ∈ τcon pero f−1(R− N) = R− N /∈ τind.

Sin embargo, el espacio (R, τcon) no es primero numerable (ver Ejemplo 6.15).

Teorema 6.21. Sean (X, τX) un espacio topológico primero numerable, (Y, τY ) un
espacio topológico arbitrario, f : X → Y y g : Y → X funciones continuas
tales que f ◦ g = IdY . Entonces (Y, τY ) es primero numerable.
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Demostración. Sea y ∈ Y . Dado que (X, τX) es primero numerable, existe una base
local a lo más numerable para g(y), digamos Bg(y) = {Vi : i ∈ N}. Consideremos el
conjunto By = {g−1(Vi) : i ∈ N y Vi ∈ Bg(y)}. Veremos que By es base local de y en
Y . La continuidad de g garantiza que By ⊂ τY . Además, y ∈ U para cada U ∈ By.
Finalmente, sea V ∈ τY tal que y ∈ V , como f es una función continua se sigue que
f−1(V ) ∈ τX . Como y = IdY (y) = (f ◦ g)(y) = f(g(y)) entonces g(y) ∈ f−1(V ), de
donde existe r ∈ N tal que g(y) ∈ Vr ⊂ f−1(V ), aśı que y ∈ g−1(Vr) ⊂ g−1(f−1(V )).
Como g−1(f−1(V )) = (g−1 ◦ f−1)(V ) = (f ◦ g)−1(V ) = Id−1

Y (V ) = IdY (V ) = V ,
entonces y ∈ g−1(Vr) ⊂ V y, dado que g−1(Vr) ∈ By, concluimos que (Y, τY ) es primero
numerable.

Teorema 6.22. Sean (X, τX) un espacio topológico, (Y, τY ) un espacio topológico
primero numerable, f : X → Y una función tal que {f(U) : U ∈ τX} ⊂ τY y
g : Y → X una función que satisface que {g(V ) : V ∈ τY } ⊂ τX tales que g ◦ f = IdX .
Entonces (X, τX) es primero numerable.

Demostración. Sea x ∈ X. De la primero numerabilidad de Y existe una base local
a lo más numerable de f(x) digamos Bf(x) = {βn : n ∈ N}. Consideremos la colección
B = {g(βn) : n ∈ N}. Demostraremos que B es una base local a lo más numerable de x
enX. Nuestra suposición sobre la función g garantiza que B ⊂ τX . Ahora, sea U ∈ τX tal
que x ∈ U . Aśı, f(x) ∈ f(U) ∈ τY . Por lo tanto existe s ∈ N tal que f(x) ∈ βs ⊂ f(U).
Entonces g(f(x)) ∈ g(βs) ⊂ g(f(U)), es decir, (g ◦ f)(x) ∈ g(βs) ⊂ (g ◦ f)(U). Luego,
IdX(x) ∈ g(βs) ⊂ IdX(U). Por lo que x ∈ g(βs) ⊂ U . Finalmente, como f(x) ∈ βn para
cada n ∈ N deducimos que g(f(x)) ∈ g(βn) para cada n ∈ N, es decir, (g◦f)(x) ∈ g(βn)
para cada n ∈ N. Esto implica que IdX(x) ∈ g(βn) para cada n ∈ N. Por lo tanto
x ∈ g(βn) para cada n ∈ N. Dado que Bf(x) es a lo más numerable, B es una base local
a lo más numerable de x en X. Esto significa que (X, τX) es primero numerable.

Teorema 6.23. La imagen abierta de un espacio primero numerable
es primero numerable.

Demostración. Sean (X, τX) un espacio topológico primero numerable, (Y, τY ) un
espacio topológico arbitrario y f : X → Y una función abierta y sobreyectiva. Sea
y ∈ Y , entonces existe x ∈ X tal que f(x) = y pues f es suprayectiva. Como (X, τX)
es primero numerable, entonces existe Wx una base local a lo más numerable de x.
Consideremos el conjunto P = {f(W ) : W ∈ Wx}, observemos que:

1. Si K ∈ P , entonces existe U ∈ Wx tal que K = f(U), como Wx es una base local
a lo más numerable de x tenemos que U ∈ τX , luego f(U) ∈ τY pues f es una
función abierta, es decir, K ∈ τY . Por lo tanto P ⊂ τY .

2. Sea V ∈ τY tal que y ∈ V , entonces x ∈ f−1(V ). Como f es una función abierta
se tiene que también es una función continua, aśı que f−1(V ) ∈ τX . Como Wx es
base local de x, existe G ∈ Wx tal que x ∈ G y G ⊂ f−1(V ), entonces f(x) ∈ f(G)
y f(G) ⊂ V , es decir, existe G ∈ Wx tal que y ∈ f(G) ⊂ V .
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Por lo tanto P es una base local a lo más numerable de y. La elección arbitraria de y
permite concluir que (Y, τY ) es un espacio topológico primero numerable.

Proposición 6.24. Ser primero numerable es una propiedad topológica.

Demostración. Sean (X, τX) un espacio topológico primero numerable y (Y, τY ) un
espacio topológico arbitrario tal que existe un homeomorfismo f : X → Y . Entonces f
es una función abierta. El Teorema 6.23 garantiza que (Y, τY ) es un espacio topológico
primero numerable. Por lo tanto, ser primero numerable es una propiedad topológica.

6.2. Estructuras topológicas y primero numerabili-

dad

Proposición 6.25. El producto a lo más numerable de espacios primero numerables
es primero numerable.

Demostración. Sea I un conjunto numerable de ı́ndices. Supongamos que (Xα, τα) es
un espacio topológico primero numerable para cada α ∈ I. Sea τp la topoloǵıa producto
sobre

∏
α∈I

Xα. Sea x ∈
∏
α∈I

Xα, entonces x = (xα)α∈I . Aśı, xα ∈ Xα para cada α ∈ I.

Se sigue que para cada α ∈ I, existe Bxα base local a lo más numerable de xα en Xα.

Sea Bx =

{⋂
α∈J

π−1
α (Bα) : J ∈ F(I), Bα ∈ Bxα ∀α ∈ J

}
. Demostraremos que Bx es base

local a lo más numerable de x en el espacio producto.

i. Dado que Bxα ⊂ τα para cada α ∈ I, entonces Bx ⊂ τp.

ii. Sea U ∈ τp tal que x ∈ U . Existe L ∈ F(I) de modo que x ∈
⋂
α∈L

π−1
α (Uα) ⊂ U y

donde Uα ∈ τα para cada α ∈ I. Luego, para cada α ∈ L, existe Bα ∈ Bxα tal que

xα ∈ Bα ⊂ Uα. Tenemos que x ∈
⋂
α∈L

π−1
α (Bα) ⊂

⋂
α∈L

π−1
α (Uα). Podemos escribir

que existe Q ∈ Bx tal que x ∈ Q ⊂ U .

iii. Sea R ∈ Bx. Existe W ∈ F(I) de manera que R =
⋂
α∈W

π−1
α (Bα), donde Bα ∈ Bxα

para cada α ∈ W . De que xα ∈ Bα para cada α ∈ W y xα ∈ Xα para cada
α ∈ I − W deducimos que x ∈ R. Como R fue elegido arbitrario podemos
concluir que x ∈ A para cada A ∈ Bx.

Por lo tanto Bx es una base local a lo más numerable de x en el espacio producto.

El siguiente ejemplo muestra que la condición de ser una familia numerable es
esencial en el Teorema anterior.
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Ejemplo 6.26. El espacio RR no es primero numerable.
Tenemos que (R, τu) es un espacio primero numerable. Vamos a demostrar que RR
dotado de la topoloǵıa producto τ no es primero numerable. Supongamos lo contrario,
que (RR, τ) es primero numerable. Sea B = {Bn : n ∈ N} una base local de 0 en RR.
Entonces, para cada n ∈ N, existen Jn ∈ F(R) y {V n

m : m ∈ Jn} ⊂ τu tales que

0 ∈
⋂
m∈Jn

π−1
m (V n

m) ⊂ Bn.

Por otro lado, tenemos que
⋃
n∈N

Jn es un subconjunto a lo más numerable de R.

Esto implica que
⋃
n∈N

Jn ( R. Es decir, existe r ∈ R−
⋃
n∈N

Jn.

Ahora, notemos que 0 ∈ π−1
r ((−1, 1)) ∈ τ . Dado que B es base local de 0 en (RR, τ),

existe n ∈ N tal que 0 ∈ Bn ⊂ π−1
r ((−1, 1)). De aqúı que

⋂
m∈Jn

π−1
m (V n

m) ⊂ π−1
r ((−1, 1)).

Esta última contensión garantiza que R = πr

( ⋂
m∈Jn

π−1
m (V n

m)

)
⊂ (−1, 1), esto es una

contradicción.

Teorema 6.27. Sea (X, τ) un espacio topológico. Supongamos que C es
una cubierta abierta de X tal que cada elemento de C es primero numerable. Entonces
(X, τ) es primero numerable.

Demostración. Como C es una cubierta abierta de X, entonces C ⊂ τ tal que

X =
⋃
C∈C

C. Sea x ∈ X, entonces existe Cx ∈ C tal que x ∈ Cx. Se deduce que existe

una base local a lo más numerable B = {Bn : n ∈ N} de x en el subespacio (Cx, τCx).
Aśı, para cada n ∈ N existe Vn ∈ τ tal que Bn = Cx ∩ Vn. Entonces Bn ∈ τ para cada
n ∈ N. Por lo tanto B es base local a lo más numerable de x en (X, τ), es decir (X, τ)
es primero numerable.

Corolario 6.28. La suma topológica de espacios topológicos primero numerables
es primero numerable.

Demostración. Sea {(Xα, τα) : α ∈ I} una familia de espacios topológicos
primero numerables ajenos dos a dos. Mostraremos que

⊕
α∈I

Xα es primero numerable.

Recordemos que
⊕
α∈I

Xα = (X, τ) donde X =
⋃
α∈I

Xα y τ = {U ⊂ X :

U ∩ Xα ∈ τα, ∀α ∈ I}. Notemos que {Xα : α ∈ I} es una cubierta abierta de X.
Además (Xα, τα) = (Xα, τXα) para cada α ∈ I. El Teorema 6.27 garantiza que ⊕α∈IXα

es primero numerable.
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