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Introduccion

La Topologia es la disciplina matemética de origen geométrico que estudia las
propiedades intrinsecas de la posicion de un objeto que no cambian cuando se
someten a cierto tipo de transformaciones llamadas funciones continuas. Los objetos
de estudio se llaman espacios topoldgicos y son parejas de la forma (X, 7), donde X es
un conjunto y 7 es una familia de subconjuntos de X (entre los que se encuentran el
vacio y el total) que es cerrada bajo uniones arbitrarias y bajo intersecciones finitas.
En este caso 7 es llamada una topologia para X y a los elementos de 7 se les llama
abiertos. Ademas, decimos que W C X es cerrado en X siy solo si X — W € 7. Asi,
una topologia para X también esta determinada por sus conjuntos cerrados.

Para un espacio topoldgico (X, 7), una sucesion de elementos en X es una funcién
f:N— X.Si f(n) =z, para cada n € N, entonces la sucesién se representa por el
stmbolo {x, },en v los valores de f, esto es, los elementos x,,, se llaman términos de la
sucesion. Decimos que una sucesién {z, }nen de elementos de X converge a un punto
w € X, si para cualquier U € 7 tal que w € U, existe m € N tal que x,, € U para cada
n > m. Podemos representar el concepto anterior escribiendo simplemente: x,, — w.
A w se le llama punto limite de la sucesion {x, }nen.

Los espacios métricos son un caso particular de espacios topologicos. En estos
espacios un conjunto es cerrado si y sélo si contiene a todos los puntos limite de sus
sucesiones convergentes. Como los conjuntos cerrados determinan a los abiertos,
entonces las sucesiones convergentes caracterizan la topologia en un espacio métrico.

En esta tesis estudiaremos brevemente el concepto de convergencia de sucesiones o
convergencia secuencial en los espacios topolégicos de estrechez numerable,
secuenciales, de Fréchet y primero numerables. Analizaremos la influencia de las
sucesiones convergentes en la topologia para dichos espacios. El Capitulo 1 consta de
conceptos basicos que son fundamentales para una lectura accesible de este
trabajo. El Capitulo 2 estd dedicado al concepto central, convergencia de sucesiones,
donde presentaremos el comportamiento de las sucesiones convergentes en distintos
espacios topolégicos. En los capitulos 3,4,5 y 6 veremos como se relacionan los espacios
topologicos de estrechez numerable, secuenciales, de Fréchet y primero numerables, y
su comportamiento con respecto a algunas estructuras topologicas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta notacion, definiciones y propiedades fundamentales
para el desarrollo de los siguientes Se analizan brevemente los espacios topoldgicos y
métricos. Especialmente se estudian las topologias inducidas por funciones.

1.1. Conjuntos y funciones

Notacién 1.1. El simbolo N denotard al conjunto de los niimeros naturales y el simbolo
w denotard al primer ordinal infinito, esto es, w = {0} UN; y al primer cardinal infinito.

Notaciéon 1.2. Denotaremos por w; al primer ordinal infinito no numerable.
Ademas w+ 1 = w U {w} con el orden lineal.

Definicién 1.3. Sea A # () un conjunto. Decimos que A es
» finito si existen n € N y una funcién biyectiva f: A — {1,2,--- ,n}.
= numerable si existe una funciéon biyectiva f : A — N.
= a lo mas numerable si A es un conjunto finito o numerable.
Notacién 1.4. Sean X,Y conjuntos. Entonces Y = {f: X — Y | f es funcién }.

La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [6, Seccién 1.14, b), p. 8].

Teorema 1.5. Si {E,}nen es una coleccion de conjuntos numerables, entonces U E,
neN
es numerable.

Proposicion 1.6. Sea m € N. Entonces se satisface que:

. 1 m+2
Z) m < m2m

m+2 < 1 '

m2+m m—1

it) Sim # 1 se cumple que
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Proposicion 1.7. Sean X,Y dos conjuntos y f : X — Y una funcion suprayectiva.
Para cada W C X se satisface que {y € Y : f7'({y}) c W} =Y — f(X —W).

Demostracién. Seaz € Y tal que f~'({z}) C W. Se tiene que X —W C X —f~1({z}).
Ademds X — 1 ({z}) = £ (V) — ' ({=}). Como f~1(V)— fA({}) = f (¥ — {2
se deduce que X — W C f~1(Y — {z}). Luego f(X — W) C f(f~1(Y — {2})). De que
f es suprayectiva se sigue que f(f~(Y —{z})) =Y — {z}. Asf, f(X —W) CY — {z}.
Es decir, z € Y — f(X —W). Por lo tanto {y € Y : [ ({y}) cW} CY — f(X —W).
Por otra parte, sea z € Y — f(X — W) y supongamos que f~'({z})N(X —W) # (. Sea
ke f7'({z}) N (X — W). Aseguramos que f(k) =z y f(k) € f(X — W). Obtenemos
que z € f(X — W), esto no es posible. Garantizamos que f~!'({z}) N (X — W) =0, de
donde f~1({z}) C W.Entonces Y — f(X-W) C {y € Y : f~1({y}) € W}. Concluimos
que {y €Y : fT({y}) W} =Y - f(X = W). O

1.2. Espacios topologicos

Las definiciones que no se escriban se consideraran como en [5].

Definicién 1.8. Sean X un conjunto y 7 una familia de subconjuntos de X. Decimos
que 7 es una topologia para X si satisface las siguientes condiciones:

i 0, Xer
ii. Si C C 7, entonces | JC € T.
iii. Si A, B € 7, entonces AN B € T.

Si 7 es una topologia para X, a los elementos de 7 los llamamos abiertos en X.
A la pareja (X, 7) se le llama espacio topolégico.

Definicién 1.9. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y x € X. Decimos que x es un
punto aislado de X si {z} € 7.

Definicién 1.10. Sean (X, 7y ) un espacio topolégico y Y C X. Al espacio topoldgico
(Y,7y) donde 7v = {Y NU : U € 7x} se le llama subespacio de (X, 7x).

Proposicién 1.11. Sea {(X4, 7o) : @ € I} una familia de espacios topoldgicos ajenos
dos a dos. Sea X = U Xo. Definamos 7 ={U C X : UN X, € 7o, Yoo € I}. Entonces

acl
(X, 1) es un espacio topoldgico.

Demostracién. Para cada o € I, tenemos que ) N X, = 0 € 7,. Entonces () € 7.
Por otro lado, para cada 8 € I se tiene que Xz C X, y X N Xz = X3 € 73
Aseguramos que X € 7.

Sea {P, : 0 € J} una familia arbitraria de elementos de 7. Para cada o € J, se satisface
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que P, N X, € 71, para cada o € [I. Sea B € I. De que

(U Pa> N Xz = L_J(P(7 N Xg) vy L_J(P(7 N Xz) € 753 garantizamos que
oedJ oeJ ocJ

(U PU) NXp € 75. Asi, U P, er.

oed oed

Finalmente, sean A, B € 7. Para cada § € I, se deduce que (AN B) N Xz =
(ANXg)N(BNXg)y (AN Xg) N(BNXg) € 73. Es decir, (AN B)N Xz € 75
Por lo tanto AN B € 7.

Concluimos que (X, 7) es un espacio topoldgico. ]

Denotamos con @ X, al espacio topolégico de la Proposicién 1.11. Llamamos suma
acl
topoldégica de la familia {(X,,7,) : @ € I} al espacio @ X,.
acl

Definicién 1.12. Sean (X,7) un espacio topolégico y P C X. Un punto de
adherencia a P, es un elemento x € X tal que para cada U € 7 que satisface que
x € U, se tiene que U N P # (). Al conjunto Clx(P) de puntos de adherencia a P se le
llama cerradura del conjunto P en X.

De la Definicién 1.12 se deduce la siguiente proposicién.
Proposicién 1.13. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, y A, B subconjuntos de X.
i. Si A C B entonces Clx(A) C Clx(B).
it. ACClx(A).
iti. A es cerrado en X si y solo si A = Clx(A).
La demostracién del siguiente teorema puede consultarse en [6, Teorema 7.2, p. 44]

Teorema 1.14. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos, y f: X — Y una funcion.
Entonces f es continua si y solo si para cada E C X, f(Clx(F)) C Cly(f(E)).

El siguiente teorema puede cosultarse en [1, Teorema 8.3, pp. 79 - 80]

Teorema 1.15. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos, y f: X — Y una funcion.
Entonces [ es continua si y sélo si para cada B CY, Clx(f~'(B)) C f~Y(Cly(B)).

Proposicién 1.16. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topoldgicos, y f : X — Y una
funcion suprayectiva. Entonces f(X — Clx(f~Y(W)))NW =0 para cada W C Y.

Demostracién. Sea W C Y. Del inciso i) de la Proposicién 1.13 se deduce que
fYW) C Clx(f~Y(W)). Asi garantizamos que X — Clx(f~'(W)) € X — f~1(W).
Con las igualdades X — f~Y (W) = f~1(Y) — f7Y(W) = f~1(Y — W) aseguramos que
X —Clx(f*(W)) Cc 7YY —=W). Por lo que f(X —Clx(f~(W))) C f(f7HY —=W)).
Como f es una funcién suprayectiva, se sigue que f(X —Clx(f~*(W))) C Y —W. Con
esto se concluye que f(X — Clx(f~*(W)))nW = 0. O
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Definicién 1.17. Sean (X, 7) un espacio topolégico, A C X y x € X. Diremos que x es
un punto limite de A si para cada U € 7 tal que x € U se cumple que ANU —{z} # 0.
El conjunto A’y de puntos limite de A se llama conjunto derivado de A en X.

1.2.1. Bases, bases locales y producto topolégico

Definicién 1.18. Sean (X, 7) un espacio topolégico y B C 7. Decimos que B es base
de 7 si para cada A € 7y para todo a € A, existe B € B tal que a € B C A.

Proposiciéon 1.19. Sean X un conjunto y [ una coleccion de subconjuntos de X tal
que |JB = X. Si para todo x € X y para cada Ay, Ay € B de modo que x € A; N Ay,
existe As € B que satisface que x € Az C Ay N Ay, entonces 7 = {0} U{UD : D C 8}
es topologia para X y B es base de T.

Notacién 1.20. Sea x un nimero cardinal. Sea w el primer ordinal infinito numerable.
Definimos X, = {¢.} U{(z,y) € kK X w}, donde ¢, ¢ kK X w. Para cada f € w", sea
By ={cx} U{(a,b) e k xw:b> f(a)}.

Proposicién 1.21. La coleccion B, = {By : f € w*"} U {{(z,y)} : (z,y) € kK X w}
es base para una topologia 7, en X,. El simbolo S(k) denotard al espacio topoldgico
( Xk, T)-

Demostracién. Notemos que | JB, = X,. Sea p € X,.. Entoncesp=c¢, 6 p€ kXxw.
Sean By, By € B, tales que p € By N By. Si p € k X w, basta hacer By = {p}. Si
D = Cx, existen fi, fo € wW" tales que By = By,, By = By,. Asi, vamos a definir g € w"
mediante g(a) =max {fi(a), f2(a)} para cada a € k. De este modo, p € By C By N Bs.
La conclusion es inmediata de la Proposicién 1.19. O]

Definicién 1.22. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una coleccién B C 7 es llamada
una subbase para 7, si la familia de todas las intersecciones finitas de elementos de B
es una base de 7.

Definicién 1.23. Sean I un conjunto de indices y {(X,,7,) : @ € I} una familia
de espacios topolégicos. Definimos la funcién proyeccién 7w, : Hﬁe ;X3 — X, por
To((23)per) = o para cada a € 1.

Definicién 1.24. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topolégicos. Definimos las funciones
proyeccion mediante 7x : X XY - X yn1y : X XY = Y.

Definicién 1.25. Sea I un conjunto de indices. Sea (X, 7,) un espacio topolégico para

cada a € I. La topologia producto sobre [[ X, es aquella que tiene por subbase al
aecl

conjunto B = {Wﬂ_l(Uﬁ) B el, Us €15}

Observacion 1.26. Si [ es finito, entonces la topologia producto tiene como base

a la coleccion B:{HUQ:UQETQ, Ya el ;.

ael
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Notaciéon 1.27. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. El simbolo 7xyy
indicara la topologia producto para X x Y.

Definicién 1.28. Sean (X, 7) un espacio topolédgico, B C 7y zp € X. Decimos que
B es una base local de x, si para todo U € 7 tal que zy € U, existe V € B tal que
xoeV CU y xg €W para cada W € B.

Corolario 1.29. Cada punto de k X w es un punto aislado en S(k). La coleccion
B={Bs: fe€w'} esuna base local para c,; en S(k).

La siguiente proposicion se deduce de las Definiciones 1.12 y 1.17.

Proposicién 1.30. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X, Clx(A) = AU A.

1.2.2. Topologias inducidas por funciones

Teorema 1.31. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico, Y un conjunto y f: X — Y una
funcion. Si 7y ={B CY : f~Y(B) € 7x}, entonces T; es una topologia para'Y .

Demostracién. Como (),Y C Y tales que f1(0) =0 e7x v [fYY)=X € 7y,
garantizamos que 0,Y € 7;.

Sea {B; : i € I} una familia arbitraria de elementos de 7y. Entonces B; C Y tal que
[~YB;) € Tx paracadai € I. Asi, Uf’l(Bi) € 7x. Como Uf’l(Bl-) = ft (U Bi>,
icl il iel
se infiere que U B; € 7.
iel
Ahora, sean A, B € 7;. Se sigue que f~'(A)Nf~Y(B) € 7x. Dado que f~Y(A)Nf~'(B) =
f7Y (AN B), se deduce que AN B € 4.

Por lo tanto 74 es una topologia para Y. O
Las proposiciones de esta seccion son inmediatas del Teorema 1.31.
Notacién 1.32. El simbolo (R, 7(,r)) denota la topologia usual para R.

Notacién 1.33. El simbolo (R? T(u,r2)) indica la topologia usual para R? donde T(u,R2) =
{A C R?: para cada (z,y) € A existe e > 0 tal que (z —¢,x+¢) X (y—e,y+¢) C A}.

Notacién 1.34. Denotamos por S al conjunto {0} U {% :n € N}, y para cada m € N,
sea Sp, = {0} U {2 :n >m}.

Lema 1.35. Dotamos a S con la topologia de subespacio de (R, T, r)), Ts. Cada punto
de S — {0} es aislado y la familia {S,, : m € N} es una base local de 0 en S.
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Demostracién. Mostraremos que cada punto de S — {0} es aislado. Sea z € S — {0}.

Asi, =z = % para algin m € N. De la Proposiciéon 1.6 obtenemos que
{£} = 5N (727, 27%). Por lo que z es un punto aislado en S.

Ahora, probaremos que la familia {S,, : m € N} es una base local de 0 en S.
Veamos que {S,, : m € N} C 7. Sea m € N. De la Proposicién 1.6 obtenemos que
Sm=9nN (—%, m 2 ), es decir, 5, € 75. Finalmente, sea U € 74 tal que 0 € U. Por

m2+m
lo que existe V' € 7, r) de modo que 0 € U = SN V. Entonces existe € > 0 tal que
0 € (—e,e) C V. Ademds, existe M € N tal que 0 € Sy C U. ]

Notacién 1.36. Sea T el subespacio ((R — {0}) x {0}) U (S x {1}) de (R?, 7, r2))
(ver Figura 1.1) y definimos f : T — R mediante f(z,y) = x.

—_
(0,0)

Figura 1.1: 1.

Proposicién 1.37. La pareja RT = (R, 74) es un espacio topoldgico.

Notacién 1.38. Sean P(7(,r)) = {U € T : existe m € N tal que + € U, Vn > m}
y W= {{O} uU:Ue P(T(U’R))}.

Proposicién 1.39. La familia U = 7,z UW es base para R (ver Proposicidn 1.37).

Demostracion. Veamos que U C 74. Sea V' € U. Supongamos que V' € 7, r). Como
Y V) = (VxR)N T, concluimos que V € 7. Si V € W, existe U € IP’( Tu,r)) tal
que V= {0} UU. Asi, U € 7, ) y existe M € N tal que % € U para cada n > M.
Ademés f~H(V) = f2({0}UT) = F{0}) U f7H(U) = {(0, )} U ((U x R) NT). Ob-
servemos que si (0,1) € (U x R)NT, entonces f~1(V) = (U x R)NY. Supongamos que
(0,1) ¢ (U x R) N T. Tenemos que ((—7,77) X (3,.2)NnT = {(0,1)} U {(,1) :
n > M}. Del hecho que (£,1) € (U x R) N T para cada n > M, se sigue que
(w3 3) x 3.2) N7 U ((U xR)NT) ={0,1)}U((UxR)N T). Esto signifi-
ca q e fHV) =(((—37,37) x (5,2)) U(U xR))NT. En cualquier caso obtenemos que
f71(V) € 7. Se deduce que V € 7. Por lo tanto U C 4.
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Ahora, sea U € 74y x € U. Entonces f~1(U) € 7r. Tenemos que f~H(U) =V NT
para algun V' € 7, g2).

CASOIL z=0

Tenemos que (0,1) € f~H(U). Asi, existe € > 0 tal que ((—¢,e) x (1 —¢&,1+¢))NT C
V' NT. Luego, existe M € N tal que % < e. Aseguramos que (%, 1) e ((—e,e)x(1—g, 1+
e))NT C VNT paracadan > M. Ademds, f((£,0)) € f(((—e,e)x(1—¢,1+€))NT) C
f(f~1(U)) para cada n > M, por lo tanto % el para cada n > M. Obtenemos que
para cada n > M, existe £, > 0 tal que (%,0) €((2 —en2+en) X (—Enen)NT C
V' N Y. Entonces f((£,0)) € f(((2 —en, L + &) X (—5n,5n)) NY)c f(VNTY)cCU,

1 1
para cada n > M. Notemos que f < U <<— — Eny — +€n> X (—5n,5n)) ﬂT) =
n n

n>M

1
U (—— +5n) Sea K = U( +5n).ComoK€T(u7R) y %EK
n

n>M
para todo n > M, deducimos que K € P(7(,r)). Se sigue que {0} UK € W y
re{0JUK CU.

CASOII. z#0

Tenemos que (z,0) € f~1(U). Se infiere que (x,0) € V y asi, existe € € (0,]z|) tal que
(x,0) € (x—e,x+4¢),(—¢€,¢))NYT C VNTY. Esto implica que f((z,0)) € f(((x—e,z4¢€) %
(—&,e))NY) C f(f71(U)). Como f(((x—e,x+¢e) X (—€,€))NT) = (x—¢,x+¢) € Twr),
basta hacer B = (x — ¢,z + ¢) para decir que existe B € U tal que x € B C U. Por lo
tanto U es base de 7. ]

Notacién 1.40. Sea M = ({£ : m € N} x S) U {(0,0)} (ver Figura 1.2). Dotamos a
S X w (ver Figura 1.3) con la topologia producto, Tgyx,,, y definimos p : S x w — M de
la siguiente manera:
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- (] - ] ®

* ) l.l .1
(1,3) (3:3) (1,3)

- ; -a ; ;
&8 (3: %) )

P PRV | .
(0,0) (£,0) (5.0) (1,0)

Figura 1.2: M.

,. se e @ oo P ®
(0,m) (L,m) (é,m) (1,m)
@ ecos0 @ o0 @ @
02 (&2 (3:2) (1,2)
@ cce g oo @ )
(0,1) ENN (3. 1) (1,1)
@ cce @ sece @ @

(0,0) (2,0) (,0) (1,0)

Figura 1.3: S X w.

Proposicién 1.41. La pareja (M, 1,) es un espacio topoldgico y satisface que:
i) Para cada m € w y para cada n € N, S, x {m} € 75y, (ver Notacion 1.34).

it) Para cada m € w, Cp, = {S, x {m} :n € N} es base local para (0,m) € S X w.

iii) SineN y m € w, entonces (%,m) es un punto aislado en S X w.

iv) Para cada m,n € N, se tiene que (%, %) es un punto aislado en M.

v) Para cada m € N, M = {{1} x S,|n € N} es base local para (£,0) en M.
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vi) Para  cada m € N y para cada h € NN, sea

Qr = {(0,0)} U (U ({%} xSh(n))) (ver Notacidn 1.34). Entonces

n>m

Q ={Qp| h e N¥, m € N} es base local para (0,0) en M.

Demostracién. Los incisos ¢) y #i¢) son inmediatos del Lema 1.35.

Probaremos el inciso 7). Sea m € w. El inciso i) garantiza que C,,, C Tsxw- Sea U € Tsxw
tal que (0,m) € U. Por Lema 1.35 existe N,, € N tal que (0,m) € Sy,, x {m} C U.

Demostraremos el inciso iv). Sean m,n € N. Como p~'({(1,2)}) = {(£,m)}, del
inciso 4ii) obtenemos que p~'({(L,2)}) € 7y, Esto significa que {(L,2)} € 7,,.

Verificaremos el inciso v). Sea m € N. Veamos que M C 7, Sea n € N.
Tenemos que p~' ({£} xS,) = {(£,0)} U (S, x {m}). Por incisos i) y iii)
deducimos que {(L,0)} U (S, x {m}) € Tsxw. Por lo que {£} x S, € 7,, es decir,
M C 7,. Ahora, sea U € 7, tal que (£,0) € U. Asf, p7'(U) € Toxw vy (0,m) € p~*(U).
Por inciso i7), existe N € N de modo que (0,m) € Sy x {m} C p~'(U). Esto implica
que (=,0) € p(Sy x{m}) C U. Como p(Sy x {m}) = {L} x Sy, concluimos la prueba.

Finalmente, veremos que el inciso vi) es cierto. Mostraremos que Q C 7,. Sean

heNY y meN Como p H(Qm) = (S, x {0})U (U (Sh(s) {s})), del inciso 1)

s>m

deducimos que p~H(Q1) € Tsxw. Asl, Q) € 7,. Por lo que Q C 7,,.

Ahora, sea U € 7, tal que (0,0) € U. Entonces p~'(U) € Tsxw y (0,0) € p~1(U).
El inciso #7) asegura que existe N € N de manera que (0,0) € Sy x {0} C p~(U). Se
sigue que (0,0) € p(Sy x{0}) C U. Esto implica que (+,0) € U para cadan > N. Por lo
que (0,n) € p~(U) para cadan > N. Nuevamente, el inciso i) garantiza que para cada
n > N, existe M,, € N tal que (0,n) € Sy, x {n} C p~(U). Luego, p(Sy, x {n}) C U
para cada n > N. Tenemos que p(Su, % {n}) = {1} x Sy, para cada n > N.
Consideremos g € NN definida por g(n) = M, para cadan > N y g(n) =1

1
para cada n < N. Se concluye que {(0,0)} U <U ({E} X Sg(n))> = Qf]\’. Ademas,
n>N
(0,00 e Q) CU. O

Notacién 1.42. Dado P un subconjunto de R y ¢ € R, denotamos por A(P,t) al
conjunto {(z,tzr): x € P}.

Notacién 1.43. Sea S(w) = |J A(S,E) (ver Figura 1.4). Para h € NY,
sean ¥, = |J A(Sh(m),%) y @, = U (Sh(m) X {m}) Dotamos a S x N con la

meN meN
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topologia producto Tgxn y definimos ¢ : S x N — S(w) de la siguiente manera:

gl(a.m) = (=, =)

o (1)
1 1
" ®(33) o (1)
(3.3) o "
® 11 o 1
e .o ®53) o(1,})
e = 11 :
cae ¢ (:5)
nt3n’ :
.« - :
(0,0)

Figura 1.4: S(w).

Proposicién 1.44. La pareja (S(w),7,) es un espacio topoldgico y tiene las siguientes
propiedades:

i. 71 (¥,) = ®, para cada h € NV,

ii. Si U € Tsxn tal que {0} x N C U, entonces existe e € NV tal que
{0} x NCc g (¥, CU.

iti. Cada punto de S(w) — {(0,0)} es un punto aislado.
iv. La familia B = {V;| h € N"} es una base local para (0,0) en S(w).
v. (S(w),T,) es un espacio de Hausdorff .

Demostracién. Probaremos el inciso i). Sea h € NN. Notemos que si m € N,
entonces g(Shim) X {m}) = A(Sh(m), =). Asi, se tiene que g(®;) = ¥j. Esto implica que
), C g 1(¥},). Veamos que g~ 1(¥;,) C ®,. Sea (z,m) € S x N tal que g(x,m) € ¥y,
Si x = 0, entonces (z,m) € ®,. Supongamos que x # 0. Esto implica que = = % para
algiin n € N. Entonces g(x,m) € A(Sy(m), ). De aqui se deduce que n > h(m). Por lo
que (x,m) € ®y,.
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Para probar la afirmacién i), por Lema 1.35, para cada m € N, existe N,, € N
tal que Sy, x {m} C U. Definimos e : N — N mediante e(m) = N,,. Tenemos que
¢, C U. Ademés, {0} x N C ®, y por el inciso anterior g~*(¥,) = ®...

Para el inciso iii), sean n,m € N. Observemos que 971({(;’ L)1) = {(£,m)}. Del
1

Lema 1.35, se sigue que {(X,m)} € 7sxn. Por lo tanto, {(+, =)} € 74, es decir, (2, 1)
es un punto aislado.

Para verificar el inciso iv), sea h € NN, Del inciso i), tenemos que g~ *(¥}) = ®y.
Asi, basta verificar que ®;, € Tgxn. Por Lema 1.35, se tiene que Sp(mn) X {m} € Tsxn

para cada m € N. Entonces ®, = |J Shm) x {m} € Tgxn. Ahora, sea U € 7, tal que
meN

(0,0) € U. Tenemos que {0} x N C g7 }(U) € 7sxn. Por inciso i) existe e € NV tal
que {0} x N C g7 }(¥,) C g~ }(U). Del inciso i) obtenemos que (0,0) € ¥, C U. Por lo
tanto B es base local de (0,0) en S(w).

Mostraremos que S(w) es de Hausdorff. Sean z,y € S(w) tales que x # y.

CASO I. z, y € S(w) —{(0,0)}.
El inciso 7ii) garantiza que x y y son puntos aislados. Asi, {z},{y} € 7, tales que

{z}n{y} =0

CASOII. x = (0,0) vy y € S(w) —{(0,0)}.

Del inciso #ii) se deduce que {y} € 7, Mds ain, como y € S(w) — {(0,0)}
existen a,b € N tales que y = (l —) Consideremos la funcién h : N — N definida
mediante h(w) = a + 2. El inciso w) asegura que V¥, € 7,. Tenemos que x € Wy

Ademads, ¥, N {y} = (. Por lo tanto S(w) es de Hausdorff. O

Notacién 1.45. Sean X; = {1 :m e N} x S, X, = {2+ L1 eN} (S —{0}),
=5(S—{0})><{y:—1<y§0} Xy ={2y):0< 1}, X5 = {(0,-1)},

Yy <
O = U X; (ver Notacién 1.34, 1.40 y Figura 1.5) y == MU{(0,1)} (ver Figura 1.6).
i=1
Dotamos a © con la topologia de subespacio de (R?, 7(, r2)), 7o, y definimos : © — =
de la siguiente manera:

(z,y), si(z,y)eXy
(L,1), si(z,y)=(2+L,21) para algunos m,n € N
n((z,y) =4 (£,0), si(z,y) = (L, p) para algin m € N y para algin —1 <p <0
(0,1),  si(z,y)=(2,q) paraalgin 0 < ¢ <1
0,00, si ()= (0,—1)
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(.1 . (1.1) 2+
+ 4

1.1 1
[ YT I [ ] (2.1) g --® e (2+3,1) ® (3.1)
a2 A 11 il (24 L, Ly 3. 1
.(“;ICQTJ .(j T) .(l.j) ® ““m 2.(2_‘}_%%] .[3 2]
11 11 1 L 1
...( :c:) .(2-3} .(135) .[Zotom -al 2+ 3. 3) ® 3.3
+ + +
L # L] L] * +
M E ) B¢ W) *(1.0) . + .
(2,0)
(0.-1) ® Q
Figura 1.5: ©.
.-n-. - aw ® .
1 1
({-}: 1) (:ﬁ’lj (21) (1 1)
=as @ - aa l.l .l
1 | =l =
(3) (3:3) (1,3)
[ ] . :
H . .
-n-. - an . .
i1 (Fiz) (%)
.-.-6 -an ‘ .
- 1
(0,0) (£,0) (3,0) (1,0)

Figura 1.6: =.

Proposicién 1.46. La pareja (=, 7,) es un espacio topoldgico y satisface que:

i) Sin,m €N, entonces (%, #) es un punto aislado.

i) Sim e N, M ={{L1} x Sy|n € N} es base local para (1,0).
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iii) La familia @ = {Q}| h € N¥, m € N} es base local para (0,0).

i) Para cada N € N y para cada g,h € NN sea W(];’:h)

0o (U (< 0)) o (U (-0 {21))

Entonces W ={W(, ,,:n €N, g, h € NN} es base local para (0,1).

Demostracién. Probaremos el inciso i). Sean m,n € N. Definimos

A = Gomadin) % Geai) v Bo= (@4 524 i) < (o i)
(ver Proposicién 1.6). Como n*({(,1)}) = {(£.,3),(2+21,1)} =O©n(4uB),
tenemos que 7' ({(£,1)}) € 7o. Conclulmos que (=,1) es un punto aislado.

Argumentaremos el inciso 7). Sea m € N. Veamos que M C 7,. Sea n € N. Como
{3 % Sa) = ({53 X (S = {O})) U ({24 57} x (Sh = {0})) U{(5p) i -1 <p =<0}

Entonces 77*1({%} X Sp)=0nN ((L m+2 ) ( 1, nt2 ) (2 + Lo mi2 ) (0 ni2 ))

m+1’ m2+m ' n2+4n 7n+17 m2+m ' n2+4n

(ver Proposicién 1.6). Se garantiza que {E} X S, € 7,. Por lo que M C 7,.

p <0} € np~}(U). Existe e > 0 de manera que © N ((+ —¢, = +¢) x (—¢,¢)) C n1(U).
Esto implica que existe K € N tal que &+ < e. Aseguramos que (=, 1) € n*(U)
para cada s > K, de donde (%, %) € U para cada s > K. Asi, existe K € N tal que

(1,0) € {1} xSk U.

Mostraremos el inciso #ii). Verifiquemos que @ C 7,. Sean N € Ny h € NV, Sean

A = nU <%ﬂ%> X (—1,%), E = (-1,1) x (-%,0) vy

1 n+2 1 h(n)+2
D= 2+ ——,2 —= . Not Q) =
n>N( UL +n2—|—n)x< 2’(h(n))2+h(n)> otemos que 1™ (Qy)

(0.1} U ((Sw — (0) x {p: —1 < p < 0D U (U ({5} * G —{0}))> g

n>N

1
(U <{2 + ﬁ} X (Sh(n) — {O}))) = 0N (AU DU E). Garantizamos que QF € 7,.
n>N

Concluimos que Q C 7,,.

Ahora, sea U € 7, tal que (0,0) € U. Tenemos que n '(U) € 7o tal que (0,—1) €
n~1(U). Existe € > 0 de manera que © N ((—¢,¢) x (=1 —¢,—1+¢)) C n~ (V). Esto
implica que existe K € N tal que % < e. Aseguramos que (%,p) € n 1 (U) para cada
n>Ky—-1<p< —1+e.Se deduce que (%,O) € U para cada n > K. Del inciso
i) se obtiene que existe M, € N tal que (%,0) € {%} X Sy, C U para cada n > K.

Definamos h € NY por h(n) = 1 para cada n < K y h(n) = M, para cada n > K. Es
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decir, existe K € N tal que (0,0) € Q¥ C U.

Para el inciso v), primero verificaremos que W C 7,. Sean N € Ny g,h € NN, Sean

1 n+2 g(n) +2 1 n+2
A= - D = 2 2
ngv(”+1’n2+n)x(0’ (g(n))2+g(n))’ U ( T +n2+n>x

n>N
1 h(m) + 2 1 m + 2

(‘%’ <g<i(>7;2> . j(n)) =y (2 " hm) T )P + h<m>) " <m+ I +m)
v ¢=J (— ! hm) + 2 ) x ( L mitz2 > (ver Proposicién 1.6).

m+1"m2+m

Como 77 (W) - XU (U ({5} * S - {0}))) U

n>N

(UN ({22} % (- {0}))> U (U ((She — (01 {%})) U

(U ({2+%=m€N,mzh(n)}X{%})> = ©N(AUDUF UG). Por lo que

W(]; ny € - Concluimos que W C 7,,.

Ahora, sea U € 7, tal que (0,1) € U. Tenemos que n *(U) € 7o tal que X, C
n~H(U). Ademas {(2,0)} U ({2} x S — {0}) C Xy. Asi, existe g > 0 tal que © N
(2 — 0,2 + &) x (—€0,80)) C 7' (U) y para cada n € N existe , > 0 tal que
ON((2—en,2+¢e,) X (£ =&y ++6,)) Cn H(U). Esto implica que existe Jy € N tal
que Jio < g9 y que para cada n € N existe J, € N tal que Jin < &,. Aseguramos que
(2+ 4. 5) € 71 (U) para cada n,m > Jy y que para cadan € N (2+ 3, ) € (V)

para cada j > J,. Se deduce que (%, %) € U para cada n,m > Jy y que (%, %) el

para cada n € N y para cada j > J,. Basta definir ¢ € N mediante g(n) = Jy y
h € NY¥ mediante h(n) = J, para cada n € N. De este modo, existe W(;Oh) € W tal que

(0,1) e Wir,) CU. O

1.3. Funciones continuas y funciones especiales

Notacion 1.47. Sea X un conjunto. Representamos a la topologia conumerable para
X con el simbolo (X, 7.,). La pareja (X, 7.,s) indica la topologia cofinita para X.
Usaremos (X, 7;,4) significando la topologia indiscreta para X.

Definicién 1.48. Secan (X, 7x) v (Y, 7y) dos espacios topolégicos y f : X — Y una
funcién. Decimos que f es una funciéon continua si para cada V € 7y se tiene que
fﬁl(V) € Tx.

La siguiente proposicion se sigue del Teorema 1.31.
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Proposicién 1.49. Sean X,Y conjuntos y f : X — Y wuna funcion. Si 'Y es dotado
con Ty, entonces [ es continua.

Ejemplo 1.50. La funcién f : (R, Tjng) = (R, 7eon) definida mediante f(r) = r no es
continua porque R — N € 7., pero [} (R —N) =R — N & 75,4.

Definicién 1.51. Sean (X, 7x) y (Y, 7v) dos espacios topolégicos. Una funcién continua
f: X =Y esllamada funcién abierta si para cada U € 7x se tiene que f(U) € 7y.

Ejemplo 1.52. La funcién f : (R, 74s) — (R, 7.,s) definida mediante f(r) = r es
continua pero no abierta. Notemos que {2} € 745 pero f({2}) = {2} ¢ 7.,y porque
R — {2} no es finito.

Definicién 1.53. Sean (X, 7x) y (Y, 7v) dos espacios topolégicos. Una funcién continua
f X — Y es llamada funcién cerrada si para cada F' C X cerrado en X se tiene
que f(F') es cerrado en Y.

Ejemplo 1.54. La funcién del Ejemplo 1.52 es continua pero no cerrada. Notemos que
R — {2} es cerrado en (R, 745) pero no lo es en (R, 7.,¢) porque R — {2} no es finito.

La prueba del siguiente teorema puede consultarse en [1, Teorema 11.4, p. 87|

Teorema 1.55. Sean (X,7x), (Y,7y) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcion. Entonces f es cerrada si y solo si Cly (f(A)) C f(Clx(A)) para cada A C X.

Definicién 1.56. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. Una funcién f: X — Y
continua y suprayectiva es llamada funcién pseudo-abierta si para cada y € Y y
para cada U € 7x tal que f~'({y}) C U se tiene que y € inty (f(U)).

Proposicién 1.57. Sean (X, 7x), (Y, 7y) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcion suprayectiva. Si f es abierta o cerrada, f es una funcion pseudo-abierta.

Demostracion. Tenemos dos casos por analizar.

Caso 1. f es abierta.

Sean y € Yy U € 7x tal que f~'({y}) C U. Entonces f(f*({y})) C f(U). Se
satisface que f(f~*({y})) = {y}. Por lo tanto {y} C f(U). De que f es abierta se tiene
que f(U) € 1y, entonces f(U) = inty(f(U)). De lo anterior, y € inty (f(U)).

Caso II. f es cerrada.

Seany € Y y U € 7y tal que f~'({y}) C U. De que U € 7x se sigue que X — U es
cerrado en X y, dado que f es cerrada se tiene que f(X —U) es cerrado en Y. Entonces
Y — f(X = U) € 7v. De la Proposicién 1.7 se deduce que {p € Y : f~1({p}) C U} es
abierto en Y. Como y € {p € Y : f~1({p}) C U}, de la Proposicién 1.7 obtenemos que
y € inty (f(U)).

De cualquier caso se deduce que f es una funcion pseudo-abierta. O

Ejemplo 1.58. No toda funciéon pseudo-abierta es abierta.

La funcién ¢ definida en Notacion 1.43 es pseudo-abierta pero no abierta. Tenemos
que g es suprayectiva. La topologia para S(w) implica que g es continua. Ahora, sean
y € S(w) y U € Tsxn tal que g~ ({y}) C U. Tenemos 2 casos.
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i. Siy € S(w)—{(0,0)}, por inciso ii) de la Proposicién 1.44 tenemos que {y} € 7,.
De que g~ '({y}) C U tenemos que y € {y} C g(U). Entonces y € intg,)(9(U)).

ii. Siy=(0,0), entonces {0} x N= g~ *({y}) C U. Por inciso #i) de la Proposicién
1.44 existe e € N tal que {0} x N C ¢7*(¥,) C U. De donde (0,0) € ¥, C g(U).
Por inciso iv) de la Proposicién 1.44, ¥, € 7,. Concluimos que y € intg,)(g(U)).

Asi, g es una funcién pseudo-abierta. Para ver que esta funcién no es abierta, notemos
que S x {1} € Tgxn pero g(S x {1}) ¢ 7,. De lo contrario, como (0,0) € g(S x {1}),
por inciso i) de la Proposicion 1.44, existe h € NN tal que (0,0) € ¥, C g(S x {1}).
Contradiccion.

Definicién 1.59. Sean (X,7x) y (Y,7y) dos espacios topolégicos. Una funcién
f+ X — Y suprayectiva y continua es llamada funciéon cociente si para cada U C Y
tal que f~'(U) € 7x se tiene que U € 7y. Nétese que si f es cociente entonces 7y = 74.

El Teorema 1.31 y la Proposicion 1.49 garantizan la siguiente proposicion.

Proposicién 1.60. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico, Y un conjunto y f : X — Y
una funcion suprayectiva. St dotamos a Y con la topologia T¢, entonces f es cociente.

Proposicién 1.61. Sean (X, 7x), (Y, 7y) dos espacios topolégicos y f: X — Y una
funcion. Si f es una funcion pseudo-abierta entonces f es una funcion cociente.

Demostracion. De la hipdtesis tenemos que f es una funcién continua y suprayectiva.
Ahora, sea U C Y tal que f~1(U) € 7x. Debemos mostrar que U € 7y, para ello basta
probar que U = inty (U). Como inty (U) C U, es suficiente mostrar que U C inty (U).
Sea z € U. Entonces f~'({z}) € f~Y(U). Luego z € inty(f(f~*(U))) porque f es
pseudo - abierta. De la suprayectividad de f concluimos que z € inty (U). Esto permite
decir que U C inty(U). Ast que U = inty(U). Esto muestra que f es una funcién
cociente. O]

Ejemplo 1.62. La funcién p definida en Notacién 1.40 es cociente (ver Proposicién
1.60) y no es pseudo-abierta. Mostraremos que p no es pseudo-abierta. Tenemos que
(0,0) € M. Sea k € N. El inciso i) de la proposicién 1.41 garantiza que Sk X {0} € Tgxw
tal que p~1({(0,0)}) C Sk x {0}. Supongamos que (0,0) € inty(p(Sk x {0})). De la
definicién de p se sigue que p(Si x {0}) = Sk x {0}. Por inciso vi) de la Proposicién
1.41 existen m € N y h € NN tales que (0,0) € Q" C intp(Sk x {0}) C Sk x {0}. Esto
es una contradiccién. Por lo tanto (0,0) ¢ inty(p(Sk x {0})). Asi, la funcién p no es
pseudo-abierta.

Definicién 1.63. Sean (X, 7x),(Y,7y) dos espacios topolégicos y f : X — Y una
funcion. Decimos que f es un homeomorfismo si satisface que:

1. f es una funcion biyectiva,;

2. f es una funcion continua;
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3. f~!la funcién inversa de f, es una funcién continua.

Cuando existe un homeomorfismo entre dos espacios topolégicos decimos que son
homeomorfos.

El siguiente resultado puede consultarse en [6, Teorema 7.9, p. 46].

Teorema 1.64. Sean (X,7x),(Y,7y) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcion biyectiva. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. f es un homeomorfismo.
2. f es continua y abierta.
3. f es continua y cerrada.
4. Para cada A C X, f(Clx(A)) = Cly(f(A)).

Corolario 1.65. Si Kk = w entonces S(k) y S(w) son homeomorfos. (Consultar
Proposiciones 1.21 y 1.44)

Definicién 1.66. Se dice que una propiedad P es topoldgica, si cada vez que un espacio
(X, 7) tiene la propiedad P, también la posee cualquier espacio topolégico homeomorfo
a(X,7).

1.4. Espacios métricos

Definicién 1.67. Un conjunto X se llama espacio métrico, si existe una funcién
d : X x X — R tal que para cualesquiera z,y, z € X, satisface las siguientes condiciones:

i. d(z,y) >0,y d(z,y) =0siysdlosiz=y,
i d(z,y) =d(y,x), y
. d(z,y) <d(z,z) +d(z,y).

A la funcién d le llamamos métrica o funcién distancia para X.
Denotamos al espacio métrico con (X, d).

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [6, Ejemplo 3.2 a), p. 23].

Proposicién 1.68. Sea (X, p) un espacio métrico. Entonces 7, = {A C X : para cada
a € A, existe ¢ > 0 tal que B:(a) C A} es una topologia para X. A 7, se le llama
topologia inducida por la métrica p . Ademds {B.(x) : x € X y ¢ > 0} es una base
para esta topologia.

Proposicion 1.69. Los espacios métricos son de Hausdorff.
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Demostracién. Sean (X,d) un espacio métrico y z, y € X con z # y. Tenemos
que d(z,y) > 0. Asi, ¢ = % > 0. Los conjuntos B.(x), B.(y) € 7, son tales que
r € B.(x), y€ B.(y) vy B.(x)N B.(y) =0. O

Proposicién 1.70. Sean (X, p) un espacio métricoy Y C X. Entonces Y es un espacio
métrico.

Demostracién. Sea d : Y x Y — R la funcién definida por d(z,y) = p(z,y) para
cada z,y € Y. Notemos que d es una métrica para Y. O

Proposicién 1.71. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces existe una métrica p para
X tal que p(z,y) <1 para todo x,y € X y p genera la misma topologia para X que d.

Demostracién. Consideremos la funcion p: X x X -+ R  definida mediante

p((x,y)) = min{1, d((z,y))}

Mostraremos que p es métrica para X. Sean z,y,z € X. Primero, dado que (X, d) es
un espacio métrico entonces d es una métrica para X, asi que d((z,y)) > 0. Entonces

p((x.y)) = min{1, d((z,y))} > 0.

Veamos que p((x,y)) = 0 si y sélo si x = y. Primero, supongamos que p((z,y)) = 0.
Entonces min{1, d((z,y))} = 0. Asi d((z,y)) = 0. De donde se tiene que = = y.
Reciprocamente supongamos que « = y. Entonces d((x,y)) = 0y asi min{1,d((z,y))} =
min{1,0} = 0. De esto se sigue que p((z,y)) = 0.

Mostraremos ahora que p((z,y)) = p((y,z)). Para ello observemos que d((z,y)) =
d((y, x)). Entonces min{1, d((z,y))} = min{1, d((y,))}. Asi, p((2,)) = p((y, 7).

Finalmente probaremos que p satisface que p((z,v)) < p((z, 2)) + p((z,v)).

CASO L. d((z,2)) >1 6 d((z,y)) > 1.
Como p((z,y)) >0 (( z)) > 0, tenemos que 1 < 1+ p((z,y)) 6 1<p((x,z2))+1.

CASO IL. d((z,2)) <1 y d((z,v)) < 1.
Como p((z,y)) < d((z,y)) vy d((z,y)) < d((z,2)) + d((z,y))-

De ambos casos se deduce que p((z,y)) < p((x, 2)) + p((2,y)).

Ahora, probaremos que 7; = 7,. Veamos que 74 C 7,. Sean V € 73 y =z € V.
Entonces existe § > 0 tal que B¢(x) C V. Consideremos o = min{1,d}. Probaremos
que B2(x) C V. Sea w € B?(z). Tenemos que p(w,z) < o < 1. Asi que p(w,z) < 1, de
donde se deduce que p((w,x)) = d((w,x)). Entonces d((w,z)) < o, y dado que o < 4
entonces d((w, z)) < 4. Por lo que w € B¥(z) y entonces w € V. Por lo tanto V € 7, y
asi, tenemos que 74 C 7.
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Para ver que 7, C 74, sean U € 7, y « € U. Entonces existe € > 0 tal que B?(xz) C U.
Veremos que Bl(x) C U. Sea w € B4(x). Dado que p((w,z)) < d((w,)), se tiene que
p((w,z)) < g, por lo que w € B(z) y entonces w € U. Por lo tanto U € 7,4 y asi,
tenemos que 7, C 7y.

Entonces 74 = 7,, es decir, p y d generan la misma topologia para X. O

Definicién 1.72. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que (X, 7) es metrizable
si existe una métrica d en X tal que 75 = 7.

Proposicién 1.73. Sea {(X,, pa) : @ € I} una familia de espacios métricos ajenos dos

a dos. Entonces @ X, es un espacio metrizable.
acl

Demostracién. Recordemos que @ X, = (X,7), donde X = UXa y

acl acl
T={U C X : UNX, € 7,, Va € I}. Consideremos la funcién d : X x X — R
definida mediante

pa((x,y)), siz,ye X, paraalgin a € I,
d((z,y)) = ) .
, sizeX,,yeXgy a#p.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p, es una métrica para X, tal que
pa((x,y)) <1 para todo x,y € X,, por la Proposicién 1.71.

Primero mostraremos que d es una métrica para X. Sean x,y, 2z € X. Entonces existen
a,B,v €1 talesque x € X, y€ Xz y z€ X,. Primero, observemos que

i. si & = f3, entonces d((x,y)) = pa((x,y)) y dado que p, es una métrica para X,,
tenemos que d((z,y)) > 0.

ii. si a # 3, entonces d((z,y)) = 1, de donde d((x,y)) > 0.

Por lo tanto d((x,y)) > 0.

Veamos que d((x,y)) = 0 siy sélo si z = y.

Supongamos que d((x,y)) = 0. Entonces a = 8 y asi d((x,y)) = pa((z,y)), de donde
pa((x,y)) = 0. Como p,, es una métrica para X,, tenemos que x = y.

Reciprocamente supongamos que = = y, entonces x,y € X, por lo que d((z,y)) =
pa((x,y)) v dado que p, es una métrica para X,, tenemos que p,((z,y)) = 0, por lo
tanto d((z,y)) =0 .

Para probar que d((x,y)) = d((y,z)) veamos que si « = [ entonces d((z,y)) =
pa((,9)) = pa((y,x)) porque p, es una métrica para X,. Como p,((y,x)) = d((y,z))
obtenemos que d((z,y)) = d((y,z)). Si o # B entonces d((z,y)) = 1 = d((y,x)).

Finalmente, analicemos los siguientes casos para verificar la desigualdad triangular.
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CASOL a=pya#7.
Entonces d((z,y)) = pa((z,y)), d((z,2)) =1y d((z,y)) = 1. Como p, es una métrica
para X, tal que p,((z,y)) < 1, obtenemos p,((z,y)) < 1+ 1, es decir, d((x,y)) <

d((x, 2)) + d((2,9)).

CASOIl.a=fFya=1.
Entonces z,y, z € Xo, asf que d((z,y)) = pa((2,9)), d((z,2)) = pa((2,2)) y d((2,y)) =
pa((2,7)). Dado que p, es una métrica para X,, se satisface que p,((z,v)) < pa((x, 2))+

pa((2,9)), es decir, d((z,y)) < d((z, 2)) + d((2,y)).

CASOIIL. a# B, a#~vy v # 0.
Entonces d((z,y)) = 1, d((z,2)) = 1y d((z,y)) = 1. Entonces d((z,y)) < d((x,z)) +

d((z,v))-

CASOIV.a# By, y=adbéy=0.

Sin pérdida de generalidad supongamos que v = 5. Entonces d((x,y)) = 1, d((z, z)) =
1y d((z,y)) = pp((z,y)). Debido a que ps es una métrica para Xz, tenemos que
ps((z,y)) > 0. Asi, 1 < 1+ ps((2,v)). Deducimos que d((z,y)) < d((x, z)) + d((z,9)).

De este andlisis se deduce que d((z,y)) < d((z, z)) + d((z,y)). Por lo tanto d es una
métrica para X. Entonces (X, d) es un espacio métrico.

Ahora, veremos que la métrica d genera la misma topologia que 7. Empezaremos
viendo que 7, C 7. Sean U € 74, a € [ y x € U N X,. Existe ¢ > 0 tal que Bg(x) cU.
Si s € BP(z), entonces p,((s,x)) < €. Dado que s,z € X,, d((s,2)) = pa((s,x)).
Deducimos que d((s,x)) < ¢, de donde s € B4(x). Asi, s € U, més ain, s € U N X,,
esto es Bga () C UN X,, es decir, U N X, € 74,. Como « fue elegido arbitrariamente,
concluimos que U € 7. Entonces 7; C 7.

Por otro lado sean R € 7 y z € R. Entonces existe ¢ € [ tal que z € X.
Como RNXy, € 7,,, existe § > 0 tal que Bj*(z) C RNX,. Consideremos r =min{1, §}.
Observemos que r > 0. Sea w € B(z). Entonces existe 3 € I tal que w € X5 de modo
que d((w,z)) <r.Dadoquer <1lyr <9, d(w,z) <1lyd(w,z)) < 4§, deducimos
que ¢ = [y asi w,z € X, de donde d((w, 2)) = py((w, 2)), luego py((w,2)) <, es
decir w € BS¥(z), por lo que w € R. Luego B%(z) C R. Asf R € 7,. Entonces 7 C 74.
Por lo tanto 7 = 7. O



Capitulo 2

Convergencia de sucesiones

Este capitulo incluye propiedades basicas derivadas de la definicién de convergencia.
Principalmente se estudia el concepto de convergencia de sucesiones en los espacios
topoldgicos definidos en el capitulo anterior y finaliza con un resultado que asegura
que todo espacio de Hausdorff que tenga una sucesién convergente infinita contiene un
subespacio metrizable.

Definicién 2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una sucesién en X es una funcién
f N — X. La sucesién f se representa por el simbolo {f(n)},en y los valores de
f, esto es, los elementos f(n), se llaman términos de la sucesién. Para denotar una
sucesion sélo lo haremos por sus elementos en lugar de hacerlo por la funcién. Si f es
una sucesion y f(n) = x,, entonces {, }p,en denotara a f.

Definicién 2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que una sucesién {z, }nen
de elementos de X converge a un punto w € X, si para cualquier U € 7 tal que w € U,
existe m € N tal que x,, € U para cada n > m. Representamos el concepto anterior
escribiendo z,, — w.

Proposicién 2.3. Sean (X, 1) un espacio topoldgico, x € X, una sucesion {,}nen
en X y B una base de 7. Entonces x,, — x si y solo si para cualquier U € B tal que
x € U, exviste m € N tal que x,, € U para cada n > m.

Demostracion. La primera parte es inmediata de la Definicién 2.2. Supongamos que
para cualquier V € B tal que = € V, existe m € N tal que z,, € V para cada n > m.
Mostraremos que z,, — x. Sea U € 71 tal que x € U. Como B es base de 7 existe
W € B tal que x € W C U. La hipdtesis implica que existe m € N tal que z,, € W
para cada n > m. Asi, existe m € N tal que x,, € U para cada n > m. Esto garantiza
que x, — . ]

Proposicién 2.4. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Entonces x € Clx(A) si
y sdlo si existe una sucesion {x,}neny C A tal que x, — x.

Demostracién. Supongamos que x € Clx(A). Para cada n € N se cumple que
AN Bi(x) # 0. Asi, para cada n € N existe z, € AN Bi(z). De esta manera

27
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construimos una sucesion {z, }n,eny C A. Mostraremos que =, — z. Sea U € 7, tal que
x € U. Entonces existe € > 0 tal que B.(z) C U. Més aun, existe m € N tal que % <e.
Esto implica que para cada n > m, =z, € U. Reciprocamente, supongamos que existe
una sucesion {z, }pen C A tal que x,, — x. Sea V' € 74 tal que € V. Entonces existe
M € N tal que z,, € V para cadan > M. Asi, ANV # (). Por lo tanto x € Clx(A). O

Proposicién 2.5. El espacio R definido en la Proposicion 1.37 satisface que:
i = =0

it. Si{xytneny C R es una sucesion tal que x, -0 y 0¢ {x,, : m € N}, entonces
existe M € N tal que x,, € {% :m € N} para cadan > M.

Demostracién. Probaremos ¢). Sea U € U tal que 0 € U (ver Proposicién 1.39).
Caso L. U € 71(ur).

Entonces existe € > 0 tal que (—e,e) C U. Luego existe M € N tal que % < € para
cada n > M. Entonces % € U para cada n > M.

Caso II. U € W.

Entonces existe L € P(7,) tal que U = {0} U L. De que L € P(7,) tenemos que L € 7,
y que existe m € N tal que % € L para cadan > m, y como L C U, se sigue que % eU
para cada n > m.

De lo anterior % — 0.

Haremos la prueba de ii) por contradiccién. Supongamos que para cada k € N, existe

ny € Ny ny, >k tal que z,,, ¢ {£ : m € N}. Sea J = {x,, : k € N}. Entonces |.J| = occ.

Ademsds, para cada n € N podemos elegir U, € 7, tal que % ceU,yU,nNJ=40.

Consideremos V' = U U,, observemos que V = U Un € T(ur) es tal que % € V para
neN neN

cada n € N. Entonces V' € P(7(,r)), asf {0} UV € W es tal que 0 € {0} UV. Ademas,
notemos que:

{oyuv)nJ={o}nJHuVvnJ) = ({o}nJ)u (UUn>ﬂJ>

neN

= {o}nnul (Unmj))

neN

= ({o}nJ)u U@)

neN

= {0}nJ.

De lo anterior,
{o}, sioeJ
0orNJ=
{00 { 0, si0¢.J
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Como {z, }neny — 0, entonces existe M € N tal que z,, € {0} UV para cada n > M.
Por otro lado, dado que |J| = oo, existe m € N, con m > M tal que x,, ¢ {}1 :n € N}
Y Tm # 0, es decir, z,, € ({0} UV) N J, entonces x,,, € {0} N J, luego z,, € {0} lo cual
no es posible. O

Proposicion 2.6. El espacio M definido en la Proposicion 1.41 satisface que:
i) Ninguna sucesion de puntos aislados converge a (0,0).

i1) Si {xp}tnen € M es una sucesion tal que x, — (0,0) y (0,0) ¢ {z, : n € N}
entonces existe m € N tal que ,, € {(%, 0) : m € N} para cada n > m.

Demostracién. Probaremos el inciso i). Para cada n € N sea A, = {(£, =) m € N}.
Sean A = U A, v A{Zn}nen C A una sucesion. Sea B = {n € N: 3k € N tal que

neN
zr € An}. Supongamos que |B| < co. Sean w = max (B)+1 y g € NV la funcién
constante g(n) = 1. Por inciso vi) de la Proposicién 1.41, Qy’ € 7, tal que (0,0) € Qy.
Pero ,, ¢ Q para cada n € N. Supongamos que |B| = oco. Para cada m € B sea

= {s, € N: (m, sm> € {z, : n € N}}. Si |B,,| < oo para cada m € B, sea b,, =

max (Bm) + 1 para cada m € B. Sea h € NN definida por h(m) = b,, para cada m € B
y h(m) =1 para cada m ¢ B. Entonces @} € 7, tal que (0,0) € @}, pero z, ¢ Q},
para cada n € N. Finalmente, si existe m € B tal que |B,,| = oo entonces (%,O) es
un punto limite de la sucesién. Concluimos que z,, - (0,0). Asi, ninguna sucesién de
puntos de A converge a (0,0).

Haremos la prueba del inciso i) por contradiccién. Supongamos que {z,}nen € M
es una sucesion tal que x, — (0,0) y (0,0) ¢ {x, : n € N} tal que para cadan € N
existe N, > n con Xy, ¢ {(%,O) : m € N}. Definamos h € NN mediante h(1) = N,
y h(n+1) = min {N; > h(n), s € N} para cada n € N. Asi, {@}n)}nen s una
subsucesion de {&,}nen de puntos aislados, de donde )y — (0,0). Esto es una
contradiccién al inciso 7). Por lo tanto, si {z,}nen € M es una sucesién tal que
z, — (0,0) y (0,0) ¢ {x, : n € N}, entonces existe m € N tal que z, € {(£,0) :
m € N} para cada n > m. O

Ejemplo 2.7. Existe un subconjunto de puntos aislados Z de (S(w) x S, Ts(w)xs)
(ver Proposiciéon 1.44 y Lema 1.35) tal que ninguna sucesién de puntos de Z
converge a ((0,0),0).

Para cada n € N sea FE, {(m, =) : m € N}. Definimos Z = J,on En x {1}
Probaremos que ninguna sucesién de puntos de Z converge a ((0,0),0). Supongamos
que existe {z,}nen C Z tal que 2, — ((0,0),0). Sea € C {E, x {} : n € N} y que
satisface que si m € N entonces E,,, x { L} € £ si existe a € N tal que z, € E,, x {=}.

i. Si € es un conjunto finito, sea w =max{m € N : E,, x {X} € £}. Entonces
U= S(w) x Swt1 € Tsw)xs tal que ((0,0),0) € U, pero para cada a € N, z, ¢ U.
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ii. Si £ es un conjunto infinito, para cada m € N tal que E,, X {%} € & sea F, =
{beN:a, € E, x {Z}}. Como z,, — ((0,0),0) se sigue que F}, es un conjunto
finito. Esto implica que F,,, = {b; € N:i=1,--- k} para algin k € N. Asi, para
cadai € {1,--- , k} tenemos que x;, = ((pii, mlpi), %) para algtin p; € N. Sea pp,, =

max {p; : zp, € By, x {£}}. Vamos a definir una funcién & : N — N mediante

i 1
1, siE, x {3} ¢ &

Por inciso iv) de la Proposicién 1.44, U = V¥, € 7, tal que (0,0) € U. Asi
U x S € Tgwxs tal que ((0,0),0) € U pero para cada a € N, z, ¢ U.
De ambos casos obtenemos que x,, - ((0,0),0), lo cual es una contradiccion.

Proposicion 2.8. Sean (X,7) un espacio topoldgico de Hausdorff y una sucesion
{Zn}nen C X infinita convergente a x € X, entonces S = {x, : n € N} U {x} es
un subespacio metrizable de X .

Demostracién. Consideremos la funcion d: 5 xS — R  definida mediante

1 1 P — —
‘E_ﬁa SILP = Tn, § =Ty

1 .
n? SIp=1Tn, =2

d((p,q)) =9 1 Sp—z -2z
0, sip=gq

Veremos que la funcién d es una métrica para S. Sean p,q,r € S. Como |w| > 0 para
cadaw € Ry % > ( para todo n € N, entonces d((p, q)) > 0. Ademas, d((p,q)) =0siy
sélo si p = g. Mostraremos ahora que d((p,q)) = d((¢,p)) vy para ello supongamos que
p # q y analicemos los siguientes casos:

CASOL  p#q y z¢{pq}
Entonces existen m,n € N con m # n y de modo que p = z,, v ¢ = x,. Luego
L| —

d((p.q)) = |+ — L] y dado que |1 — | = — L = d((q,p))- Ast, d((p,q)) = d((q, p))-

CASO II. p#q v x€{p,q}.

Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ = x. Entonces existe m € N tal que

p = . Luego como d((p,q)) = ;; v d((q,p)) = ;- tenemos que d((p,q)) = d((q,p)).

Finalmente probaremos que d satisface la desigualdad triangular.

CASO 1. p=q.
Entonces d((p,q)) 0. Dado que d((p,r)) > 0y d((r,q)) > 0, se deduce que

d((p,r)) +d((r,q)) > 0. Asi, d((p,q)) < d((p,r)) + d((r,q))
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CASO II. p#q y re{pq}.
Sin perder generalidad supongamos que r = p, entonces d((p, q)) = d((r, ¢)). Dado que

d((p,q)) < d((p, ) + d((p, 7)), entonces d((p,q)) < d((p,r)) + d((r, q)).

CASO IIL p#q y r&{pql
SUBCASO i. z e {p,q}

Sin pérdida de generalidad supongamos que p = x. Entonces existen mq, m, € N con

my # my tales que q = Ty, ¥ T = @, De donde d((p,q)) = &, d((p,7)) = ;& v
A((r,)) = |3 = |- Como b = |2 = |+ (- ) | = |+ (- ) | <
oo [ = z|s obtenemos que d((p. q)) < d((p, 7)) + d((r,q)).

SUBCASO ii. ¢ {p,qr}

Entonces existen m,,, mq, m, € N con m,, # mg, my # m,, m, # my, y tales que p = z,,_,

q=Tm, y T = Zm,. De donde tenemos que d((p, q)) = ‘miq — mip|7 d((p,r)) = |+ - mLp

y d((r,q)) = !m —m%,como ‘qu_mLp‘ < ‘mr—mip ‘miq—m%,deducimos que

d((p.q)) < d((p,r)) + d((r,q)).

SUBCASO iii. r=ux

Entonces existen m,, m, € N con m, # m, tales que p Tm, Y ¢ = . Tenemos que
_‘___{ dp7 )):mprd((Tvq)) . Como |___}_Lq+nﬁ+p7

obtenemos que d((p, q)) < d((p,r)) +d((r,q)).

Del anélisis de estos casos podemos decir que d((p,q)) < d((p,r)) + d((r,q)). Por lo
tanto d es una métrica para S. Entonces (S, d) es un espacio métrico.

Finalmente probaremos que 7 = 74. Sean U € 7¢ y p € U. Entonces U = SNV
para algin V € 7. Tenemos los siguientes casos:

CASO L. p=.

Entonces x € V. Dado que x, — z, existe N € N tal que x,, € V para cadan > N.
Sea ¢ = % Mostraremos que B(p) C U, para lo cual sea ¢ € Bi(p). Si ¢ =
entonces ¢ = p, de donde g € U. Si q # x entonces existe k € N tal que ¢ = xy, asi que
d((p,q)) = %, de aqui se sigue que % < g, es decir % < %, asi que N < k y por lo tanto
xp € V, de esta manera se satisface que z, € ANV, esto es ¢ € U. Obtenemos que
Bi(p) C U.

CASO 1I. p # .

Entonces existe m € N tal que p = x,,. Sea € = m

Sea y € BZ(p). Si y = z, tenemos que d((y,p)) = +. Como + £ (; deducimos que

Mostraremos que BY(p) = {p}.

y # x. Asi, existe j eNtadquey—xJ Porloqued((yp = |———

sigue que ‘— — —| < m Obtenemos que = —= < m Inferimos que j < m + 1.
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Por lo tanto m > j. Supongamos que m > j. Asi, % < % Luego % — % < m

Se deduce que m(m + 1)(m — j) < jm. Dado que

Esto implica que ”;‘;Lj < m(ﬁll s
m(m+1) <m(m+1)(m — j), se tiene que m + 1 < j. Una contradiccién. Concluimos
que m = j. De esta manera se satisface que y = p. Luego BZ(p) C {p}. Por lo tanto

Bl(p) = {p}. Ademés, como p € U tenemos que B(p) C U.
De ambos casos se deduce que U € 7.
Ahora veremos que 74 C Tg, para lo cual sean ¢ >0y p € S.

CASO 1. p = x) para algin k € N.

Dado que (X,7) es de Hausdorff, existen Uy, Vy € 7 tales que p € Uy, z € Vy y
Uy N Vo = 0. De esto tenemos que existe M € N tal que z, € V, para cada n > M.
La condicion k£ > M implica que p € Uy N Vjp, lo cual es una contradiccién. Entonces
k < M. Para cada n € N tal que n < M y n # k consideremos U,,V,, € T tales que

2, €Up,x, €V, yU, NV, =0.Sea U =UyN ( ﬂ Un>. Por una parte tenemos
n<Mn#k

quepe UNS. Sea g e UNS, entonces g € S. Si q :7&:17 tenemos que ¢ € Uy NV, lo

cual no es posible. Asi, ¢ = z,, para algin m € N. Si m > M, nuevamente obtenemos

que q € Uy N Vp, lo cual no es posible, por lo tanto m < M. Si m # k, se sigue que

Tm € V, NU,,, lo cual no es posible. Deducimos que m = k, de donde ¢ = x; = p.

Luego U NS C {p}. Por lo tanto U NS = {p}. Garantizamos que {p} € 7.

CASO 1I. p=z.
Entonces existe N € N tal que < e entonces {z} U {z, : n > N} C B(p).
Notemos que {z, : n < N} es cerrado en S porque S es de Hausdorff. Entonces

{z}U{x,:n> N} € 75.

De cualquier caso existe W € 7g tal que p € W C BY(p). Por lo tanto 74 = 7g, es
decir S es un subespacio metrizable de X. O



Capitulo 3

Espacios topoldgicos de Estrechez
Numerable

En este capitulo se estudian algunas de las propiedades basicas derivadas de los
espacios de estrechez numerable. Incluye resultados tutiles para determinar si un espacio
topoldgico dado es 0 no de estrechez numerable. Describiremos algunas funciones bajo
las cuales se preserva la estrechez numerable. Aqui se expondran algunas estructuras
topolodgicas de estrechez numerable como la suma topoldgica y el producto de espacios
de estrechez numerable. Se analizara brevemente la relacién con respecto a la estrechez
numerable y los espacios compactos, paracompactos y numerablemente compactos.

Notacién 3.1. Si A es un conjunto, N(A) = {B C A : B es a lo mds numerable }
y F(A) ={C C A: C es finito}.

Notacién 3.2. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, CL(X) = {K C X : Clx(K) = K}.

Definicién 3.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que X tiene estrechez
numerable si para cada A C X la condicién (J{Clx(K) : K € N(A)} C A implica
que A es cerrado en X.

Ejemplo 3.4. El espacio cofinito (R, 7..y) tiene estrechez numerable. Sea A C R tal
que ([ J{CIr(K): K € N(A)} C A. Si A es finito, entonces A es cerrado. Si A es infinito
existe B C A infinito numerable. Como Clg(B) = R entonces R C A. Asi, A =R. En
cualquier caso A es cerrado en R.

Notacion 3.5. Denotaremos por I al conjunto de los ntimeros irracionales.

Ejemplo 3.6. El espacio conumerable (R, 7.,,) es un espacio que no tiene estrechez
numerable. Mostraremos que el conjunto I satisface la codicién de la Definicion 3.3
pero no es cerrado en (R,7.,,). Si W € N(I) entonces W € N(R). Tenemos que
N(R) = CL(R). Asi, Clg(W) = W. Es decir, Clg(W) C I para cada W € N(I).
Ademas, I no es cerrado en (R, 7.,,) porque de lo contrario se tiene que R — 1 € 7., lo
cual no es posible porque I no es numerable.

33
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Teorema 3.7. Sea (X,7) wun espacio topolégico. Entonces X tiene estrechez
numerable si y solo si para cada v € X y A C X tal que x € Clx(A) existe C € N(A)
con x € Clx(C).

Demostracion. Probaremos que X tiene estrechez numerable. Sea A C X tal que
U{Cix(K) : K € N(A)} C A. Para nuestro objetivo veremos que Cly(A) = A.
Sea © € Clx(A), por hipdtesis existe C' € N(A) tal que z € Clx(C). Luego
r € | U{Clx(K) : K € N(A)}, de donde z € A. Asi, Clx(A) C A. Por lo que
Clx(A) = A.

Supongamos ahora que X tiene estrechez numerable. Sean x € X y A C X tal que
z € Clx(A). Consideremos E = | J{Clx(C) : C € N(A)}. Observemos que si w € A,
entonces {w} € N(A) y w € E. Por lo tanto A C E. Asi, Clx(A) C Clx(E).

Probaremos que |J{CIx(K) : K € N(E)} C E. Sea s € |J{Clx(K) : K € N(E)},
entonces existe P € N(F) tal que s € Clx(P). Notemos que para cada z € P, existe
C, € N(A) tal que z € Clx(C,). Sea Q = U C,. Tenemos que ) € N(A). Por lo tanto

zeP

Clx(Q) C E. Veremos que s € Clx(Q). Sea U € 7 tal que s € U. Entonces PN U # ()
y asi, existe m € PN U, de esta manera se tiene que m € P y que m € U, entonces
Unca,, #0, y dado que

unc,, c U(UHCZ):UD<UCZ =UNQ, se deduce que U NQ # 0.
zeP zeP

Por lo tanto s € Clx(Q). Entonces s € E, es decir, | J{CIx(K) : K € N(E)} C E,
debido a la estrechez numerable de X concluimos que F es cerrado.

Obtenemos que Clx(A) C E. Luego se satisface que x € E, asi que, existe D € N(A)
tal que = € Clx (D). O

Corolario 3.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces X tiene estrechez numerable

si y sélo si para cada A C X se cumple que | J{Clx(K): K € N(A)} = Clx(A).

Demostracién. Supongamos que X tiene estrechez numerable y sea A C X.
Demostraremos que | {CIx(K) : K € N(A)} = Clx(A). Dado que Clx (W) C Clx(A)
para cada W € N(A) entonces | J{Clx(K): K € N(A)} C Clx(A). Para demostrar la
otra contencién, sea x € Clx(A), entonces por el Teorema 3.7 existe C' € N(A) tal que
z € Clx(C). Luego x € | J{CIx(K) : K € N(A)}. Asi, Clx(A) Cc U{Cix(K) : K €
N(A)}. Por lo tanto | J{Clix(K) : K € N(A)} = Clx(A).

Reciprocamente, supongamos que para cada A C X se cumple que | J{Clx(K) : K €
N(A)} = Clx(A). Probaremos que X tiene estrechez numerable utilizando nuevamente
el Teorema 3.7. Sean G C X y x € X tal que z € Clx(G). Nuestra hipdtesis garantiza
que J{Cix(L) : L € N(G)} = Clx(G). Entonces = € | J{CIx (L) : L € N(G)}. Luego
existe C' € N(G) tal que = € Clx(C). Concluimos que X tiene estrechez numerable. [

Teorema 3.9. Tener estrechez numerable es una propiedad hereditaria.
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Demostracién. Sean (X, 7) un espacio de estrechez numerable y A C X. Sea W C A
tal que U{C’ZA(K) : K € N(W)} € W. De la estrechez numerable de (X, 7) y del

Corolario 3.8 tenemos que U{CZX(L) : L e N(W)} = Clx(W). Notemos que

J{eu(E): KeNw)} = | (Cix(K)nA)

KeN(W)

= An| |J cixx)

KeN(W)
= ANCix(W).

Luego AN Clx(W) C W. Ademas, como W C A y W C Clx(W) entonces W C
AN Clx(W), esto implica que AN Clx(W) = W. Por lo tanto W es cerrado en A.
Entonces (A, 74) tiene estrechez numerable. O

Definicién 3.10. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y D C X. Decimos que D es
denso en X si Clx(D) = X, y serd separable si existe W C X denso y numerable.

Proposicion 3.11. Cada espacio hereditariamente separable tiene estrechez numerable.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio topologico hereditariamente separable. Sea A C
X tal que | J{CIix(K) : K € N(A)} ¢ A. Como (X,7) es un espacio topoldgico
hereditariamente separable, entonces existe I' € N(A) tal que Cl4(I') = A. De la
igualdad Cl4(I") = Clx(I')N A obtenemos que A = Clx(I")NA. Dado que Clx(I')NA C
Clx(T), se sigue que A C Clx(I"). De que I' € N(A) y la suposicién sobre A se tiene
que Clx(I') € A. Por lo tanto A = Clx(I'). Esto implica que A es cerrado en X, es
decir, (X, 7) tiene estrechez numerable. O

3.1. Estrechez numerable y funciones continuas.

Teorema 3.12. La imagen cociente de un espacio de estrechez numerable tiene
estrechez numerable.

Demostracién. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico que tiene estrechez numerable
y (Y, 7y) un espacio topolégico y f : X — Y una funcién cociente. Mostraremos
que (Y,7y) tiene estrechez numerable. Tomemos A C Y tal que Cly (W) C A para
cada W € N(A). Como f es cociente basta mostrar que f~1(A) es cerrado en X. Sea
C € N(f7'(A)). Entonces f(C) € N(A). Asi, Cly(f(C)) € A. Como f es continua,
el Teorema 1.15 asegura que Clx(C) C Clx(f~H(f(C))) C f~HCly (f(C))) C f~HA).
Esto significa que Clx(G) C f~(A) para cada G € N(f~!(A)). Dado que (X, 7x) tiene
estrechez numerable, obtenemos que f~*(A) es cerrado en X. Por lo tanto (Y, 7y) tiene
estrechez numerable. ]
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Corolario 3.13. La imagen pseudo-abierta de un espacio de estrechez numerable tiene
estrechez numerable.

Demostracion. La Proposicién 1.61 garantiza que cada funcién pseudo-abierta es una
funcién cociente. El resultado es inmediato del Teorema 3.12. O

Corolario 3.14. La imagen abierta o cerrada de un espacio de estrechez numerable
tiene estrechez numerable.

Demostracion. La Proposicion 1.57 implica que toda funcién suprayectiva cerrada 6
abierta es una funcion pseudo-abierta. La prueba es inmediata del Corolario 3.13. [

3.2. Estructuras topolégicas y estrechez numerable

Teorema 3.15. La suma topoldgica de espacios topologicos de estrechez numerable
tiene estrechez numerable.

Demostracién. Sea {(X,,7,) : a € I} una familia de espacios topoldgicos de

estrechez numerable ajenos dos a dos. Verificaremos que € X, tiene estrechez
ael

numerable. Recordemos que € X, = (X, 7) donde X = U XoyT={U C U X,

ael acl acl

UNX, € 7o, Yao € T}, Sea A C X tal que Clx(C) C A para cada C € N(A).
Demostraremos que A es cerrado en X probando que X — A € 7. Sea [ € I.
Para probar que (X — A) N X € 75 veremos que Xz — ((X — A) N Xj) es
cerrado en Xg. Para ello observaremos primero que Xz — ((X — A) N Xp) = Xz N A.
Posteriormente, mostraremos que X3NA es cerrado en X viendo que Clx, (K) C XzNA
para cada K € N(Xz N A). Tenemos que Xg — (X —A)NXp) = (Xg— (X —A)) U
(Xﬁ - Xﬁ) = Xﬁ - (X — A) = Xﬁ N A. Ahora, sean F € N(X/j N A) y T e OZXB(F)
Dado que Clx,(F) = Clx(F) N Xg, entonces v € Clx(F') N X C Clx(F). Por lo que
F € N(A) tal que z € Clx(F'). Deducimos que = € A por la suposicién sobre A. Asi,
x € XN A. De la eleccién arbitraria del conjunto F se tiene que Clx,(K) C XN A
para cada K € N(XzNA). Concluimos que XzNA es cerrado en Xz pues (Xg, 73) es un
espacio de estrechez numerable. Como [ fue elegido arbitrario, entonces
(X —A)NX, € 7, para cada a € I, luego X — A € 7. Se sigue que A es cerrado
en X. Por lo tanto la suma topoldgica de espacios topoldgicos de estrechez numerable
tiene estrechez numerable. O]

El siguiente ejemplo muestra que el producto de espacios de estrechez numerable no
necesariamente tiene estrechez numerable.

Ejemplo 3.16. El espacio (S(w) x S(w*), Tsw)xs(w~)) No tiene estrechez numerable

(ver Proposicién 1.21). Sea A = U As, donde Ay = {(z,y) € S(w) x S(w¥) :
feww

r = (n,f(n)),y = (f,7),n,j € w} para cada f € w*. Mostraremos que (w,c) €
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Clgwyxsw=)(A). Sea U € Tg)xswe) tal que (w,c) € U entonces existe h € w* y existe
F € w*” tales que By, x Br C U. Como ((n, (n)) (h, F(h))) € By x BpN Ay, entonces
UNA#D. Por lo tanto (w, ¢) € Clg(w)xsw)(A).

Probaremos que para cada C' € N(A) se cumple que (w,c) ¢ Clg)xsw~)(C). Sea
C € N(A). Existen {f; : i € w} C w¥ de modo que C = UAfi' Definiremos
€W
una funcién g € w* mediante ¢g(0) = fo(0) + 1. Para cada n > 0 serd g(n) = méx
{fn(j) :5=0,1,--- ,n} + 14 g(n — 1), de esta manera tenemos que g(n) > g(n — 1)
para cada n € w. Sea W = By x S(w"), entonces W € Tg)xsw) tal que (w,c) € W
pero W N C = () por construccién. Esto muestra que este espacio no es de estrechez
numerable.

Definicién 3.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que C C 7 es una cubierta
abierta de X si X =JC.

Definicién 3.18. Sean (X, 7) un espacio topolégico y C una cubierta abierta de X.
Decimos que F es una subcubiertade Csi F CC y X =JF.

Definicién 3.19. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que (X, 7) es un espacio
topoldgico compacto si toda cubierta abierta de X contiene una subcubierta finita.

La prueba del siguiente lema puede consultarse en [5, Lema 26.8, p. 168].

Lema 3.20. Sean (X,7x), (Y,7y) espacios topolégicos. Supongamos que (Y, Ty) es
compacto. Sea xg € X. Si U € Txxy es tal que {xo} x Y C U, entonces existe W € Tx
de modo que {zo} xY CW xY CU.

Proposicién 3.21. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos. Si (Y, Ty) es compacto,
entonces la funcion proyeccion wx es cerrada.

Demostracién. Sea C C X x Y cerrado. Probaremos que 7x(C) es cerrado en X
mostrando que X —nx(C) € 7x. Seax € X —7x(C). Asi, (z,y) ¢ C para today € Y.
Se deduce que {z} x Y C (X xY) — C. El Lema 3.20 asegura que existe W € 7x tal
que {z} xY C W xY C (X xY) —C. De lo anterior W Nmx(C) = 0. Por lo tanto
reW C X —nx(C). Es decir, X — mx(C) € 7x. Concluimos que 7y es cerrada. [

Teorema 3.22. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos de Hausdorff con estrechez
numerable. Si (Y, 1y) es compacto, entonces (X X Y, Txxy) tiene estrechez numerable.

Demostracién. Sea A C X xY tal que | J{Clxxy(K): K € N(A)} C A. Mostraremos
que A es cerrado en X x Y. Haremos la prueba por contradiccién. Supongamos que
A no es cerrado en X x Y. Entonces A # (. Como A C Clxxy(A) se sigue que
Clxxy(A) — A # (. Asi, existe (z,y) € Clxxy(A) — A. Por otro lado, como (X, 7x)
es un espacio de Hausdorff, entonces {x} es cerrado en X. Esto implica que {z} x Y
es cerrado en X x Y. Dado que {z} X Y es homeomorfo a Y, tenemos que {z} x Y
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tiene estrechez numerable. Sea B = ({2} x Y) N A. Si G € N(B), entonces G € N(A)
asi que Clxy(G) C A, de donde se sigue que Cliyy(G) = ({2} xY) N Clxxy(G) C
({z} xY)N A, por lo que B es cerrado en {x} x Y, més atin, B es cerrado en X x Y.
Dado que B es cerrado y {x} x Y es homeomorfo a Y entonces my(B) es cerrado
en Y. Como (x,y) ¢ A, entonces y ¢ my(B), y de que (Y,7y) es compacto y T,
entonces existen U,V € 7x tales que y € U, my(B) C V y UNV = (). Notemos que
Cly(U)NV =0, asi que Cly(U) N mwy(B) = 0. Tenemos que Cly(U) es un conjunto
cerrado en Y tal que y € Cly (U) y que X x Cly (U) es un conjunto cerrado en X x Y tal
que (z,y) € X x Cly(U). Ahora, sea W = AN (X x Cly(U)), como (z,y) € Clxxy(A)
¥ Clxxciyw)(A) = (X x Cly(U)) N Clxxy(A) se sigue que (z,y) € Clx e, @)(A). Sea
P € txx«y tal que (z,y) € P. Dado que (x,y) € PN(X xCly(U)), entonces PN(AN(X x
Cly(U))) # 0. Concluimos que (x,y) € Clxxy(W). Ahora sea R € N(W). Tenemos que
R € N(A), de donde se sigue que Clxxy(R) C Ay como R C X x Cly(U) deducimos
que Clxyxy(R) C X x Cly(U), esto garantiza que Clxyxy(R) C AN (X x Cly(U)),
esto es Clyxy(R) C W. Por lo tanto | J{Clx«y(Q) : @ € N(W)} € W. Mostraremos
que mx (W) es cerrado en X utilizando la hipdtesis de que (X,7y) tiene estrechez
numerable. Sea T' € N(mx(W)), entonces existe S € N(W) tal que mx(S) = T. Asi,
Clxxy(S) C W. Esto implica que mx (Clx«y (S)) C mx(W). Como (Y, 7yv) es compacto,
la Proposicion 3.21 implica que la funcién 7wy es cerrada. Del Teorema 1.55 se deduce
que Clx(mx(5)) C mx(Clxxy((S)). Asi, Clx(T) C wx(W). Obtenemos que wx (W)
contiene a la cerradura de sus subconjuntos numerables. De que (X, 7x) tiene estrechez
numerable se tiene que mx (W) es cerrado en X. Recordemos que (x,y) € Clxxy (W),
de esto se sigue que = € Tx(Clxxy(W)). Como 7y es una funcién continua, el Teorema
1.14 asegura que mx(Clxyy(W)) C Clx(nx(W)). Por lo tanto x € mx(W). Entonces
existe algin punto z € Y tal que (x,z) € W, de donde se concluye que z € Cly (U) y
(x,z) € B, por lo que z € my(B) N Cly(U), esto no es posible. O

3.2.1. Compacidad numerable

Definicién 3.23. Un espacio topoldgico (X,7) es numerablemente compacto si
cada cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Proposiciéon 3.24. Sea (X,7x) un espacio topolégico. Si X es numerablemente
compacto, entonces cada sucesion {C;}tien de subconjuntos cerrados no vacios de X
tal que C1 D Cy D - -+ tiene interseccion no vacia.

Demostracion. Supongamos que X es numerablemente compacto. Haremos la prueba
por contradiccién. Supongamos que existe una sucesién {C; : i € N} de subconjuntos
cerrados no vacios de X tal que C;y; C C; para cada i € N de tal modo que ﬂ C; = 0.
ieN
De aquiqueX—ﬂCi = X. Por lo que UX—C’Z- = X, estoes, {X—C;:7€ N} esuna
i€N ieN
cubierta abierta numerable de X. Entonces existe A € F(N) tal que X — ﬂ C; = X.
i€F
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Tenemos que ﬂ C; = (), esto no es posible. Por lo tanto ﬂ C; # 0. O
i€F ieN
Definicién 3.25. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un
conjunto Gy si existe una familia {U,, € 7 : n € N} tal que A = ﬂ U,. Se dice que A
neN
es un conjunto F, si existe una familia {K, € CL(X) : n € N} tal que A = U K,.
neN

Con la Definicién 3.25 se demuestra inmediatamente el siguiente lema.

Lema 3.26. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y M C X. Entonces M es un conjunto
Gs sty solo st X — M es un conjunto F,.

Definicién 3.27. Un espacio topolégico (X, 7) es perfecto si para cada U € 7, se
tiene que U es Fy.

Lema 3.28. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces X es perfecto si y sélo si cada
cerrado en X es Gs.

Demostracion. Supongamos que X es perfecto. Probaremos que cada cerrado en X
es Gs. Sea K € CL(X). Entonces X — K € 7. Por hipétesis, X — K es F,,. De Lema 3.25
se deduce que K es Gs. Ahora, supongamos que cada cerrado en X es Gs. Mostraremos
que X es perfecto. Sea U € 7. Asi, X — U € CL(X). Por hipétesis, X — U es Gs. De
Lema 3.25 se deduce que U es F,. O

Teorema 3.29. Sea (X, Tx) un espacio perfecto y numerablemente compacto. Si (Y, 1y)
es un subespacio discreto de (X, Tx) entonces Y es numerable.

Demostracién. Supongamos que Y es no numerable. Supongamos que |Y| = w;.
Vamos a indizar a Y = {z, : @ < w;}. Como (Y, 7y) es un subespacio discreto de
(X, Tx) entonces para cada o < wy existe U, € 7 tal que {x,} =Y NU,. Sea U =
U U,. Entonces U € 7, esto implica que U es un conjunto F,. Sea {F; : j € N}
a<wi

una sucesion creciente de conjuntos cerrados tales que U = | J ien Fj- Observemos que
U(FjﬂY) =UnY = U Uy)NY = U (UsNY) = U {z4} =Y, de esta manera
jeN a<wi a<wi a<wi

existe k € N tal que F, NY es un conjunto no numerable. Sea v < w; tal que z, € Fy.
Entonces H, = {z3 : f < a} es un conjunto numerable. Asi que H, # FNY. Podemos
considerar una sucesion estrictamente creciente de niimeros ordinales a; menores que
w; tales que z,, € Fy para cada i € N. Para cada | € N, sean A, = {x,, : i € N
con i > 1}y E = Clx(A)), entonces {E; : | € N} es una sucesién decreciente de
subconjuntos cerrados. La Proposicién 3.24 asegura que ﬂ E; # 0. Sea E = ﬂ E;. Sea

leN leN

xr € E. Tenemos que Fj, C U y como F}, es cerrado, entonces I/ C F, C U = U U,.

a<wi
Asi existe v < wy tal que z € U, € 7. Tenemos dos casos:
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i. si v > o para cada [ € N, como la sucesion es estrictamente creciente entonces
v > o para cada | € N, y por la definicién de A; deducimos que z., ¢ A;. Luego,
U,NY ={z,} y como A; CY sesigue que U, N A; = (), esto contradice el hecho
de que z € Clx(4,).

ii. si v < a; para algin [ € N entonces z., ¢ A;, de donde se sigue que z., ¢ A;, asi
que U, NY = {x,}. Como A; C U entonces U, N A; = 0, lo cual no es posible
porque z € Clx(4;) = Ej.

Entonces Y es numerable. O

Teorema 3.30. Sea (X,7x) un espacio regular y numerablemente compacto sin
estrechez numerable. Entonces (X, Tx) tiene un subespacio discreto no numerable.

Demostracién. Como (X, 7x) es un espacio sin estrechez numerable entonces existe

A C X tal que Clx(W) C A para cada W € N(A) y A no es cerrado en X. Asi, existe

x € Clx(A)—A. Sea Q@ C X un conjunto Gy tal que x € Q). Mostraremos que QN A # ()

observando que Q@ N Clx (W) # @ para algin W € N(A). Sea {U; : i € N} € X

una familia abierta de X tal que Q) = ﬂ U; v que satisface que U;;; C U; para
ieN

cada 1 € N. Como X es regular entonces6 para cada ¢ € N existe V; € 7x tal que

k
r eV, CClx(V;) C U;. Sea B = {ﬂV}:kEN},ysea P = ﬂClX(V;) C Q. Asi,
j=1 €N
x € P y B es numerable. Tenemos que B C 7x v * € B para todo B € B. De que
z € Clx(A) obtenemos que AN B # () para cada B € B. De este modo, para cada

k
k € N existe z, € A (ﬂ V]) Sea C = {z, : k € N}. Entonces C es numerable y
j=1
C C A. Probaremos que Q N Clx(C) # 0 viendo que = € Clx(C). Sea M € 1y tal que
x € M. Observemos que {X — Clx(V;) : i € N} U{M} es una cubierta abierta para
X. Luego, existe F' € F(N) tal que {X — Clx(V;) : i € F} U{M} cubre a X. Sea

m = max (F). Asi, X = M| UX - C’ZX(V;)>. Sea R = UX — Clx(V;)). Como

i=1 =1
m

zn € X se obtiene que z,, € M 6 z, € R. Dado que z,, € ﬂClX(Vi) se sigue que
i=1

Zm € M. Esto implica que z, € M N C. De donde se tiene que = € Clx(C) y asi

Clx(C)NQ # 0. Por lo tanto Q N A # .

Por otro lado, sea y, € Ay W, = X. Sea f < w; y supongamos inductivamente que

para todo a < [ existe un punto y, € Ay W, € 7x tal que satisface las siguientes

propiedades:

i. zeWw,

ii. Clx(Wo) N{y, :y<a}=10
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iii. yo € W,, para cada v < «

Sea Y3 = {y, : @ < }. Entonces Yj es un subconjunto numerable de A, de donde
Clx(Ys) C A. Entonces x ¢ Clx(Ys). Asi, existe U € 7x tal que x € U y U NYj = 0.
De la regularidad de X existe W3 € 7x tal que x € Wy C Clx(W3) C U. Por lo que
Clx(Ws)NYs = 0. Sea Qs = N{W, : « < }. Entonces Q5 es un conjunto G tal que
T € Qg, asi que Qs N A # 0. Sea ys € Q3 N A. De esta manera tenemos que x € Wy y
ys € W, para cada o < . Lo anterior muestra que yg y Wp satisfacen i, ii y iii. Por el
principio de induccién transfinita existe Y = {y, : @ < wi} tal que y, # ys si a # 5.
Ademas Y C A y para cada a < w existe W, € 7x tal que i, ii, y iii son ciertas. Asi,
Y C X es no numerable. Sea av < w;. Por construccién y, € Wj para cada o > 3 pero
Yo ¢ Cl,(Ws) si a < . Entonces y, € X — Cl,(Wp) si @ < f3, de esto se sigue que
Yo € Wy — Clx(Wayiq). Sea P =W, — Clx(We4y1). Entonces P € 7x. Mostraremos que
PNY ={y,}. Seay € PNY. Entonces y = y,. Sea 7 < w; tal que y, € P. Veremos
que v = a. Si o < 7y entonces « + 1 < +, utilizando iii. tenemos que y, € W,1. Esto
es una contradiccion. Si y < a entonces por ii. tenemos que y, ¢ Clx(W,) y y, € Wi,
esto no es posible. Por lo tanto a = 7. Entonces PNY = {y,}. Con esto conluimos que
Y es discreto y no numerable. O]

Definicién 3.31. Si (X, 7) es un espacio topoldgico perfecto y regular, decimos que
(X, 7) es un espacio topolégico perfectamente regular.

Corolario 3.32. Cada espacio perfectamente regular y numerablemente compacto tiene
estrechez numerable.

Demostracién. Sea (X,7) un espacio perfectamente regular y numerablemente
compacto. Supongamos que (X,7) no tiene estrechez numerable. El Teorema 3.30
implica que (X, 7) tiene un subespacio discreto no numerable (Y, 7y). El Teorema 3.29
garantiza que (Y, 7y) es numerable, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (X, 1)
tiene estrechez numerable. O



42 CAPITULO 3. ESPACIOS TOPOLOGICOS DE ESTRECHEZ NUMERABLE



Capitulo 4

Espacios topoldgicos Secuenciales

En este capitulo se estudiara el concepto de convergencia de sucesiones en espacios
topologicos secuenciales. Se inicia con propiedades basicas derivadas de la definicion
de espacio secuencial. Luego, se exponen algunos resultados ttiles para decidir si un
espacio topologico dado es o no secuencial. Posteriormente se describe la relacion que
hay con los espacios de estrechez numerable y se finaliza con un breve analisis de la
compacidad secuencial.

Definicién 4.1. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Decimos que A es
secuencialmente abierto si para toda sucesién {w,},eny en X que converge a un
punto w € A, existe m € N tal que w, € A para cada n > m. Decimos que A es
secuencialmente cerrado si para toda sucesion {w,},eny en A que converge a un
punto w € X, se cumple que w € A.

Proposicién 4.2. En un espacio topolégico (X,7) todo conjunto abierto es
secuencialmente abierto y todo conjunto cerrado es secuencialmente cerrado.

Demostracién. Para la primera afirmacién sean A € 7 y {w,}neny una sucesién
arbitraria en X que converge a un punto w € A. Entonces existe N € N tal que
w, € A para cada n > N. Asi, A es secuencialmente abierto.

Para la segunda afirmacién, sean B C X cerrado y {zn}ney C B una sucesién
convergente a un punto z € X. Entonces z € Clx(B). Dado que B es cerrado,
B = Clx(B), de lo anterior z € B. Por lo tanto, B es secuencialmente cerrado. O

Proposicién 4.3.

Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces A es secuencialmente abierto si
y solo si X — A es secuencialmente cerrado.

Demostraciéon. Supongamos que A es secuencialmente abierto. Veremos que X — A es
secuencialmente cerrado. Sea {w,, }neny una sucesion arbitraria en X — A que converge
a un punto w € X. Supongamos que w € A. De la hipdtesis sobre A, existe m € N tal
que w, € A para cadan > m. Asi que AN (X — A) # 0, lo cual no es posible. Entonces

43
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w e X — A, es decir, X — A es secuencialmente cerrado.

Ahora, supongamos que X — A es secuencialmente cerrado y que A no es
secuencialmente abierto. Entonces existe una sucesion {z,},eny € X que converge a
un punto x € A tal que para cada n € N existe NV, > n tal que zy, ¢ A. Definamos
h € NN mediante h(1) = N; vy h(n+ 1) = min {N, > h(n), s € N} para cada n € N.
Entonces {x(n)}nen € X — A es una subsucesion de {z,}nen, de donde xp) — .
Dado que X — A es secuencialmente cerrado se sigue que x € X — A. Esto es una
contradiccion. Por lo tanto A es secuencialmente abierto. O]

Teorema 4.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo subconjunto de X secuencialmente abierto es abierto.
1. Todo subconjunto de X secuencialmente cerrado es cerrado.

Demostracién. Para ver que i) implica ii) tomemos W C X secuencialmente cerrado,
entonces X — W es secuencialmente abierto, luego X — W € 7 y, por lo tanto W es
cerrado. Para ver que ii) implica i) sea V' C X secuencialmente abierto, entonces X —V
es secuencialmente cerrado, asi que X — V es cerrado y, por lo tanto V' € . O

Definicién 4.5. En un espacio topoldgico (X,7) si todo subconjunto de X
secuencialmente abierto es abierto, decimos que (X, 7) es un espacio secuencial.

Ejemplo 4.6. Los espacios métricos son secuenciales. Sea (X, p) un espacio métrico.
Supongamos que (X, 7,) no es secuencial. Asi, existe A C X secuencialmente abierto
que no es abierto. Por lo que existe a € A tal que para cada & > 0, B.(a) € A. Entonces
para cada n € N, existe x,, € Bi(a) con x,, € X — A. Tenemos una sucesién {z, },en
en X — A tal que z, — a. Como A es secuencialmente abierto, existe M € N tal que
r, € A para cada n > M, esto es una contradiccién. Por lo tanto (X, 7,) es secuencial.

Ejemplo 4.7. El espacio conumerable (R, 7.,) es un espacio que no es secuencial.
Tenemos que {2} C R es secuencialmente abierto porque las sucesiones convergentes
son eventualmente constantes (ver Ejemplo 6.17) pero {2} ¢ 7.op.

Teorema 4.8. Sean (X,7) un espacio topolégico y Tsee = {W C X @ W es
secuencialmente abierto}. Entonces (X, Tsee) €8 una topologia para X y 7 C Teee-

Demostracién. Dado que (), X son subconjuntos secuencialmente abiertos se obtiene
que 0, X € 7y Ahora, sea {U; : i € I} una familia arbitraria de elementos de ..
Supongamos que {x,},en €8 una sucesién en X convergente a x € UUi’ entonces
icl
x € U; para algin j € I. De manera que existe NV € N tal que z,, € U; para todo
n > N. Asi, z, € UU" para todo n > N, es decir, UU" es secuencialmente abierto
iel iel
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y, por lo tanto U Ui € Tsee- Finalmente sean A, B € Ty y una sucesion {z, tnen C X
i€l
convergente a zE € AN B. Tenemos que z € Ay z € B, de manera que existen
N4, Ng € N tales que z, € A para cadan > Ny vy 2, € B para cada n > Np. Sea
N =méax {Na, Ng}. Entonces z, € AN B para cada n > N. Concluimos que AN B
es un subconjunto secuencialmente abierto de X y por lo tanto AN B € 7. Entonces
Tsee €8 Una topologia para X. Si P € 7, por la Proposicion 4.2 P es un subconjunto de
X secuencialmente abierto, es decir 7 C Ty O

La topologia 7. se llama topologia secuencial generada por la topologia 7.

Lema 4.9. Sea (X, 7) un espacio topolégico, entonces (X, T) es un espacio topoldgico
secuencial sty $OlO St Tgee = T.

Demostracién. Supongamos que (X, 7) es un espacio topolégico secuencial. Entonces
Tsee C T. Por la Proposicion 4.2 tenemos que 7 C Tgee. Asi, Tsee = 7. Ahora, supongamos
que T = 7. Entonces 75, C T, es decir, todo subconjunto de X secuencialmente abierto
es abierto, por lo tanto (X, 7) es un espacio topoldgico secuencial. O

Proposicién 4.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces (X,T) es un espacio
secuencial st y solo si para cualquier W C X que no sea cerrado, eziste una sucesion
{an}nen C W tal que {ap}pen —> a cona € X — W,

Demostracién. Primero, supongamos que (X, 7) es un espacio secuencial. Sea A C X
que no sea cerrado. Por Teorema 4.4, existe {z, }nen C A tal que {z,}nen — @ con
re X — A

Ahora, supongamos que para cualquier W C X que no sea cerrado, existe una
sucesion {a,ney € W tal que {an}ney — a con a € X — W. Mostraremos que
(X, 7) es un espacio secuencial. Sea A C X secuencialmente cerrado y supongamos que
A no es cerrado. Por hipdtesis, existe una sucesion {p, }nen C A tal que {p,tnen — p
con p € X — A, esto no es posible porque A es secuencialmente cerrado. Entonces A es
cerrado. Por lo tanto (X, 7) es un espacio secuencial. ]

Proposicién 4.11. Sean (X,7) un espacio topoldgico secuencial y A C X abierto
o cerrado, entonces (A, Ta) también es un espacio topoldgico secuencial.

Demostracién. Supongamos que A € 7. Entonces A es secuencialmente abierto en X.
Sea W C A secuenciamente abierto en A. Mostraremos que W € 7. Sea {w, }neny una
sucesion arbitraria en X que converge a un punto w € W. Como A es secuencialmente
abierto en X, existe m € N tal que w,, € A para cada n > m. La hipdtesis de que W es
secuencialmente abierto en A, garantiza que existe kK € N con k > m tal que w,, € W
para cada n > k. Esto implica que W es secuencialmente abierto en X. Asi W € 7.

Como W =AnNW., W € 7y4.

Supongamos que A es cerrado. Sea W C A secuencialmente cerrado en A. Veremos
que W es cerrado en X. Sea {w,, },en una sucesion arbitraria en W que converge a un
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punto w € X. Como W C A entonces {wy, }neny C A, y asi w € A porque A es cerrado,

es decir, {wy}neny C W tal que lim w, = w y w € A, entonces w € W porque W es
n—

secuencialmente cerrado en A. Asi, 013[/ es secuencialmente cerrado en X, entonces W es
cerrado en X pues (X, 7) es un espacio topoldgico secuencial. Finalmente, observemos
que W =ANW pues W C A, entonces W es cerrado en A.

En cualquier caso podemos concluir que (A, 74) es un espacio topolégico secuencial. [

Teorema 4.12. Todo espacio secuencial tiene estrechez numerable.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico secuencial. Mostraremos que (X, 7)
tiene estrechez numerable. Sea A C X tal que (J{Cix(K) : K € N(A)} C A.
Demostraremos que A es cerrado en X probando que A es secuencialmente cerrado
en X. Sea {x,},en C A tal que z,, — x con x € X. El conjunto {x, },en es numerable,
asi Clx({x, }nen) C A. Dado que x € Clx({x, }nen) obtenemos que z € A. Por lo tanto
A es secuencialmente cerrado y, como (X, 7) es un espacio topoldgico secuencial se tiene
que A es cerrado, es decir, (X, 7) tiene estrechez numerable. O

4.1. Espacios secuenciales y funciones continuas

Proposicién 4.13. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico secuencial, (Y, Ty) un espacio
topoldgico arbitrario y f: X — Y una funcion. Entonces f es una funcion continua si
y s6lo si {x,}nen €s una sucesion tal que x, — x implica que f(x,) — f(x).

Demostracion. Para demostrar la primera parte supongamos que f es una funcion
continua y que {z,}nen C X es una sucesion tal que =, — = para algin = € X. Sea
W € 1y tal que f(z) € W. Entonces z € f~1(W) y, dado que f~Y(W) € 7x, existe
M € N tal que z,, € f~}(W) para cada n > M. Se deduce que f(z,) € W para todo
n > M. Es decir, f(z,) — f(x).

Reciprocamente, supongamos que para cada sucesion {z,},en C X tal que z, — x
para algin =z € X, se tiene que f(x,) — f(x). Sea U € 7y. Demostraremos que
f~YU) € 7x. Para esto verificaremos que f~!(U) es secuencialmente abierto en X. Sea
{zn}nen C X una sucesién tal que 2z, — 2 para algtin z € f~1(U). Entonces f(z) € U
y, como f(z,) = f(z), existe N € N tal que f(z,) € U para cada n > N, por lo tanto
z, € f71(U) para todo n > M. Esto implica que f~1(U) es secuencialmente abierto en
X. De la secuencialidad de (X, 7x) se concluye que f~}(U) € 7x. Entonces f es una
funcién continua. O

Teorema 4.14. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico secuencial, (Y, Ty) un espacio
topolégico, f : X =Y y g: Y — X funciones continuas tales que f o g = Idy.
Entonces (Y, 1y) es un espacio topoldgico secuencial.

Demostracién. Sea W C Y secuencialmente abierto. Si {z, },en € X es una sucesién
tal que z,, — z para algin x € f~'(W) entonces {f(z,)}nen €s una sucesién en YV
tal que f(z,) — f(x) porque f es una funcién continua, y ademds f(z) € W, asi que
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existe M € N tal que f(z,) € W para cada n > M, por lo que z, € f~}(W) para
cada n > M, esto es f~1(W) es secuencialmente abierto en X. Dado que (X, 7x) un
espacio topoldgico secuencial entonces f~1(W) € Tx y como ¢ es una funcién continua
tenemos que g~ (f (W) € 7y, pero g7 (fTH(W)) = (g7 o fTH)(W) = (fog) ' (W) =

Idy (W) =W, asi que W € 7. Entonces (Y, 7y) es un espacio topoldgico secuencial. [J

Teorema 4.15. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico secuencial y (Y,Ty) un espacio
topoldgico. Si f : X — Y es una funcion cociente, entonces (Y, Ty) es un espacio
topologico secuencial.

Demostracién. Sean U C Y secuencialmente abierto. Veremos que f~1(U) es
secuencialmente abierto. Sea {z,},ey C X una sucesién que converge a un punto
xz € f~YU). Entonces f(z) € U,y como f es continua, entonces f(x,) — f(x). Luego,
existe N € N tal que f(z,) € U para cada n > N. Asi que x, € f~}(U), para cada
n > N. Entonces f~'(U) es secuencialmente abierto en X. Del hecho que (X, 7x) es
secuencial, se sigue que f~}(U) € 7x. Entonces U € 7y pues f es una funcién cociente.
Asi que (Y, 7y) es un espacio topolégico secuencial. O

La condiciéon que A es abierto o cerrado en Proposicion 4.11 es esencial, esto se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.16. Consideremos el espacio (M, 7,) definido en la Proposiciéon 1.41. El
Teorema 4.15 y la Proposicién 1.60 aseguran que (M, 7,) es un espacio secuencial.
Mostraremos que el espacio (M, 7,) tiene un subespacio que no es secuencial. Sea W =
M—{(£,0) : n € N}. Por inciso i) de la Proposicién 2.6, cada sucesién en W convergente
a (0,0) es eventualmente constante, entonces {(0,0)} es secuencialmente abierto en W.
Probaremos que {(0,0)} no es abierto en W. Supongamos que {(0,0)} es abierto en W.
Entonces W — {(0,0)} es cerrado en W, es decir Cly (W — {(0,0)}) = W — {(0,0)}.
Como Cly (W —{(0,0)}) = Clpy (W —{(0,0)}) nW, entonces W —{(0,0)} = Clp (W —
{(0,0)}) N W. Esto es una contradiccién porque (0,0) € Cly, (W — {(0,0)}) N W. Por
lo tanto {(0,0)} no es abierto en W. Entonces (W, 7y) es un subespacio de (M, 7,) que
no es secuencial.

Teorema 4.17. Sea (Y, 7y) un espacio topoldgico. Entonces (Y, Ty) es un espacio se-
cuencial siy solo si existe un espacio métrico (X, Tx) y una funcion cociente f : X — Y.

Demostracién. Sea S(Y) = {{z, : n € N} U{z} : z, — z}. Notemos que S(Y') # ()
pues contiene a las sucesiones constantes. Para cada A € S(Y'), definimos Sy = Ax{A}.
Sea F={S4: A€ SY)}.SiABeSY)y A=# B, entonces SANSg =0y SsyA
son homeomorfos. La Proposicién 2.8 garantiza que cada A € S(Y') es un subespacio
metrizable de (Y, 7y ). Entonces S es un espacio métrico. La Proposicién 1.73 garantiza

que X = @ S, es un espacio metrizable. Definimos la funcién f : X — Y mediante
AeS(Y)

f(z, A) = x. Demostraremos que f es una funcién cociente. Sea y € Y, como S(Y') # ()

existe {wy }nen tal que w, — w, para algin w € Y. Sea B = {yy, }nen U {w, y}, asi

(y,B) € X y es tal que f(y, B) = y. Esto muestra que f es suprayectiva. Sea U € 1y
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Mostraremos que f~1(U) € 7x. Sea (x, A) € f~(U) talque Ae S(Y) y x€A.
Caso I. x es un punto aislado de A.

Entonces {z} € 7x tal que (x, A) € {z} x {A} C f~1(U).

Caso II. x es un punto limite de A.

Supongamos que A = {x,, : m € N}U{z}, dado que z € U, existe r € N tal que z;, € U
para cada s > r, asf que {z, : s > r}U{z} € 7x. Sea F' = {x;: s > r} U{z}. Entonces
Feray xeFx{A}C f~YU).

Esto muestra que f es continua.

Ahora, sea V' C Y tal que f~%(V) € 7x. Queremos ver que V € 7y. Es suficiente
mostrar que V' es secuencialmente abierto en Y. Asi que sea {y, }nen C Y una sucesién
infinita tal que y, — y para algin y € V, es decir, {yn}nen U {y} € S(Y). Sea B =
{yn : n € N} U {y}. Como f~Y(V) € 7x v (y,B) € f~1(V) entonces existe k € N tal
que (y;, B) € f~4(V) para cada t > k, de donde deducimos que y; = f(y;, B) € V para
cada t > k. Esto significa que V' es secuencialmente abierto en Y. Como (Y, 7y) es un
espacio secuencial se tiene que V' € 71y. Esto muestra que f es una funcién cociente.
El reciproco se sigue del Teorema 4.15. O

Corolario 4.18. Sean (X, 7x) un espacio topolégico secuencial y (Y, Ty) un espacio
topoldgico. Si f : X — Y es una funcion pseudo-abierta, entonces (Y, Ty) es un espacio
topologico secuencial.

Demostracion. La Proposicion 1.61 garantiza que f es una funciéon cociente.
Utilizando el teorema 4.15 concluimos que (Y, 7y) es un espacio secuencial. O

Corolario 4.19. La imagen abierta o cerrada de un espacio secuencial es secuencial.

Demostracion. Por la Proposiciéon 1.57, toda funcion suprayectiva abierta o cerrada
es pseudo-abierta. Entonces el resultado es inmediato del Teorema 4.15. O

Corolario 4.20. Ser “secuencial” es una propiedad topoldgica.

Demostracién. Sea (X,7x) un espacio topolégico secuencial, (Y,7y) un espacio
topologico tal que existe un homeomorfismo f : X — Y. Entonces f es una funcién
cociente. Por lo tanto (Y, 7y) un espacio topolégico secuencial. O

El siguiente ejemplo muestra que ser secuencial no es una propiedad hereditaria.

Ejemplo 4.21. El espacio (R, 7y) (ver Proposicién 1.37) es un espacio secuencial por
Teorema 4.15 y por Proposicién 1.60 y mostraremos que tiene un subespacio que no es
secuencial. Consideremos el conjunto P =R — {+ : n € N}. La Proposicién 2.5 implica
que si {z,}nen C P tal que z,, — 0, existe M € N tal que x,, = 0 para cada n > M.
Luego, x,, € {0} para cadan > M. Entonces {0} es secuencialmente abierto en P. Pero,
{0} ¢ 7p. De lo contrario, existe U € 74 tal que {0} = PNU, asi 0 € U. Como U es
base para 7y, existe Q € U tal que 0 €  C U. Entonces 0 € QN P C U N P. Es decir,
{0} c QN Py {0} D>QNP Porlo tanto, {0} = QN P.
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Caso L. Si Q € T(uRr)-
Entonces existe ¢ > 0 tal que (—&,e) C Q. Luego (—¢,e) N P C @ N P. Como
(—¢,0] C (—¢,e) N P. Entonces (—¢,0] C {0}, lo cual no es posible.

Caso II. Si Q e W.

Entonces existe F' € P(7(,r)) tal que @ = {0} U F. De que F' € P(7(,r)) tenemos

que F' € 7, r) y que existe M € N tal que % € F, para cadan > M. Sea K € N

tal que K > M, entonces % € F, y dado que F' € 7,r) entonces existe 6 > 0

tal que (% — 5,% +5) C F, y como F' C (@, entonces (% — (5,% +5) C @, luego
(% — 0, % + 5) NP C QN P, entonces (% — 0, % + 5) N P C {0}, lo cual no es posible
porque debido a la propiedad de densidad de los ntimeros irracionales, existe a € I
tal que a € (3 —0,%+06) NPy a # 0. Por lo tanto {0} ¢ 7p. Entonces (P,7p)
es un subespacio de (R, 77) que no es secuencial. Mas ain, tenemos que P — {0} es
secuencialmente cerrado en Py P — {0} no es cerrado en P, porque de lo contrario, es

decir, si P — {0} es cerrado en P, entonces {0} es abierto en P, lo cual no es posible.

4.2. Estructuras topoldégicas y ser secuencial
Teorema 4.22. La suma topologica de espacios secuenciales es secuencial.

Demostracién. Sea {(X,,7,) : @ € I} una familia de espacios topoldgicos secuenciales

ajenos dos a dos. Mostraremos que @ X,, es secuencial. Ahora, tomemos W C U X,

acl
acl
secuencialmente abierto en € X, y veamos que W € 7. Para ello, sea o € I, queremos
acl

ver que W N X, € 7, y dado que X, es un espacio secuencial basta probar que W N X,
es secuencialmente abierto en X,. Entonces consideremos una sucesion {x, t,en C X,

tal que =, — x para algin x € W N X, en X,, de aqui tenemos que =, — = en @ X,
acl
pues si U € 7 tal que x € U entonces UN X, € 7, y x € UN X,. De que z,, — = en

X,, existe N € N tal que x,, € UN X, para cadan > N y como U N X, C U, entonces
x, € U para cada n > N. Asi, {x, },en es una sucesién en U X, tal que x,, — = en

ael
P X.. Dado que x € W y utilizando el hecho de que W es secuencialmente abierto
ael
en @ X, tenemos que existe M € N tal que x,, € W para cada n > M, y dado que
ael
{zp}nen C X, entonces x,, € WNX, para cadan > M, esto significa que efectivamente

W N X, es secuencialmente abierto en X, , entonces W N X, € 7,. Como o fue elegido
arbitrario entonces W N X, € 7, para cada a € I. Entonces W € 7. Por lo tanto la
suma topoldgica de espacios secuenciales es secuencial. O

El siguiente ejemplo muestra que el producto de dos espacios secuenciales
no necesariamente es secuencial.
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Ejemplo 4.23. Consideremos al espacio secuencial (=, 7,) definido en la Proposiciéon
1.46. Es facil ver que (Z,7,) no es un espacio de Hausdorff porque cualquier abierto
bésico de (0,0) intersecta a cualquier abierto bésico de (0,1) (ver incisos i) y iv) de
Proposicién 1.46). Mostraremos que el espacio producto (= X =, 7=«=) no es secuencial.
Sea D = {(y,y) : y € Z}. Tenemos que (Z,7,) es un espacio de Hausdorff si y sélo si D
es un subconjunto cerrado en (2 X =, T=x=). Entonces D no es cerrado en (2 X Z, 7=xz).

Dado que (2, 7;,) tiene limites secuenciales tinicos entonces D es secuencialmente cerrado
en (E X EyTEXE>'

4.3. Compacidad secuencial

Definicién 4.24. Un espacio topoldgico (X, T) es secuencialmente compacto si y
solo si cada sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

Teorema 4.25. Si (X, 7) es un espacio secuencialmente compacto, entonces (X, T) es
numerablemente compacto.

Demostracién. Supongamos que (X, 7) es secuencialmente compacto y que no es
numerablemente compacto. Entonces existe una cubierta abierta numerable C C 7 sin
subcubiertas finitas, digamos C = {C,, : n € N}. Sea F C C finito, asi Jpcr F' € X,
asi existe xx € X tal que xx ¢ F para cada F € F. Para cada k € N consideremos
el conjunto Fj, = {Cy,---,Cx}. Sean L = {zx, : k € N} v {yn}nen una subsucesién
convergente de L. Supongamos que y, — ¥ Yy que y, = Tr, se sigue que k, < k,y
para cada n € N. Asi, y, ¢ C; para cada j € {1,--- ,k,}. Por otro lado, como y € | JC,
deducimos que y € (), para alguin m € N, de donde existe N € N tal que y,, € C,, para
cada n > N. De esta manera, existe k, > m y p > N de modo que y, € C,,, esto no es
posible porque y, ¢ C,,. Por lo tanto (X, 7) es numerablemente compacto. O

Teorema 4.26. Sea (X, 7) un espacio topoldgico secuencial y de Hausdorff. Entonces
(X, 7) numerablemente compacto si y sdlo si (X, T) es secuencialmente compacto.

Demostracién. Supongamos que (X,7) es numerablemente compacto. Probaremos
que (X, 7) es secuencialmente compacto. Sea {x;}ieny una sucesién en X tal que si
x = x, entonces r = k. Sea A = {x, : n € N}. Primero veamos que A tiene un
punto de acumulaciéon en X. Para la prueba de esta afirmacién supongamos que A
no tiene puntos de acumulacién en X. En particular, para cada i € N se tiene que
x; no es punto de acumulacion de A, entonces existe U; € 7 tal que z; € U; y de
modo que ANU; = {z;}. Como Ay =0y Clx(A) = AU A, entonces Clx(A) = A,
es decir, A es cerrado en X y por lo tanto X — A € 7. Por otro lado, dado que

(X-AUA=(X-AU U U; |, entonces {X — A} U{U; : i € N} es una cubierta
ieN
abierta numerable para X . Del hecho que X es numerablemente compacto existe W C N

finito tal que X = (X — A)Y <U Uj>. Sea k € N — W. Se tiene que z € U, para
jew
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algin r € W, de donde se deduce que z € ANU,. Dado que ANU, = {z,}, se sigue que
T, = x,, por lo que k = r, lo cual no es posible. Entonces A tiene puntos de acumulacion
en X. Sea z un punto de acumulacién de A entonces x € Clx(A — {z}) y asi tenemos
que A —{z} no es cerrado en X. Dado que (X, 7) es secuencial deducimos que A — {x}
no es secuencialmente cerrado en X, por lo que existe una sucesién {y; ey C A — {2}
tal que y; — y para algin y € Clx(A—{z}) — (A—{z}). Luego para cada t € N existe
p: € N tal que y; = z,,. Entonces {y; }+en s una subsucesion convergente de {; }ien.
La proposicién reciproca es inmediata del Teorema 4.25. O

Definicién 4.27. Sea (X, 7) un espacio topolégico y A una coleccién de subconjuntos
de X. Se dice que una coleccién B de subconjuntos de X es un refinamiento de
A si para cada B € B existe A € A tal que B C A. Si los elementos de B son
abiertos, llamamos a B un refinamiento abierto de A. Si los elementos de B son
cerrados, llamamos a B un refinamiento cerrado de A.

Definicién 4.28. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que una coleccién A de
subconjuntos de X es localmente finita si para cada r € X existe U € 7 tal que
x € U y U intersecta solo a un nimero finito de elementos de A.

Definicién 4.29. Un espacio topolégico de Hausdorfl (X, 7) es paracompacto si toda
cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito que cubre a X.

La prueba del siguiente lema puede consultarse en [5, Lema 41.3, p. 254].

Lema 4.30. Sea (X, 7x) un espacio regular. Entonces (X, Tx) es paracompacto si y
solo si cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado localmente finito que
cubre a X.

La demostracion del siguiente lema se encuentra en [5, Lema 39.1, p. 245].

Lema 4.31. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y A una coleccion de subconjuntos de
X localmente finita. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

a) Cualquier subcoleccion de A es localmente finita.

b) Clx (U A> = | Cix(A).

AcA AcA

Proposicion 4.32. Todo espacio regqular, paracompacto y numerablemente compacto
es compacto.

Demostracién. Sea (X, 7x) un espacio regular, paracompacto y numerablemente com-
pacto. Sea C una cubierta abierta para X. El Teorema 4.30 asegura que existe £ un
refinamiento cerrado localmente finito para X que cubre a X. Tenemos dos casos.
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i. Supongamos que & = {FEy, Es,---,E,} para algin n € N. Como & es un

11.

refinamiento de C entonces para cada F € & existe C' € C tal que E C C, de donde
existen Cy,Cy,y -+ ,C, € C tales que E; C C; para cada i € {1,2,--- ,n}. De que

U E; = X se deduce que X = U C;, esto significa que {C; i € {1,2,--- ,n}} es
una subcubierta abierta finita para X. Por lo tanto X es compacto.

Supongamos que £ es infinito. Entonces existe W C & tal que W es numerable,
o

digamos W = {F; € £ : i € N}. Para cada k € N definamos Ej = U F;, entonces
i=k
para cada k € N se tiene que Ey.1 C Fy. Ademas, del Lema 4.31 se deduce que

E}. es cerrado en X para cada k € N. Por otro lado, supongamos que ﬂ E, #0,
k=1

asi existe w € ﬂ Ey. Asi, existe U € 7 tal que w € U y U intersecta sélo a una

cantidad finita de elementos de W, digamos {F;,, Fy,, - - , Fj; } para algin j € N.
Sin pérdida de generalidad supongamos que i; < i3 < -+, < tj_; < ;. Como

w € By, tenemos que w € U Fj.. Se sigue que w € Fj, para algun k& > 1+1;.
k=1+4i;

Luego, w € F, NU, lo cual no es posible. Se concluye que ﬂ Er = 0, esto es
k=1
una contradiccion con la Proposicién 3.24 pues X es numerablemenete compacto.

Este caso no pasa.

]

Corolario 4.33. Sea (X, 7x) un espacio secuencial, paracompacto y reqular. Entonces
(X, 7x) es compacto si y solo si (X, Tx) es secuencialmente compacto.

Demostracién. Supongamos que (X, 7x) es secuencialmente compacto, el Teorema
4.25 garantiza que (X, 7x) es numerablemente compacto. La Proposicién 4.32 implica
que (X, 7x) es compacto.

Reciprocamente, supongamos que (X, 7x) es compacto. Se deduce que (X, 7x) es
numerablemente compacto y de Hausdorff. Del Teorema 4.26 tenemos que (X, 7x) es
secuencialmente compacto. 0



Capitulo 5

Espacios topoldgicos de Fréchet

En este capitulo se presentan las propiedades basicas derivadas de la definicién de
espacio de Fréchet. Incluye resultados ttiles para decidir si un espacio topolégico dado
es 0 no de Fréchet. Se describirdn algunas estructuras topolégicas de Fréchet como
la suma topoldgica y el producto de espacios de Fréchet y finalmente studiaremos la
relacién que hay con los espacios secuenciales y los de estrechez numerable.

Definicién 5.1. Sean (X, 7) un espacio topolégico y = € X. Decimos que (X, 7) es
un espacio de Fréchet si para cada A C X se satisface que = € Clx(A) siy sblo si
existe una sucesion {z, },eny C A tal que z,, — x.

Proposicién 5.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A C X y x € X. Siexiste una
sucesion {x, }neny C A tal que x, — x, entonces x € Clx(A) .

Demostracion. Sea U € 7 tal que x € U. Entonces existe N € N tal que z,, € U para
cada n > N. Como {z,}n,en C A, se tiene que x,, € ANU para cada n > N, es decir,
ANU # (. Por lo tanto x € Clx(A). O

Notese que por la Proposicion 5.2, si se quiere mostrar que un espacio topolégico
(X, 1) es de Fréchet, bastara probar para cada A C X, si x € Clx(A), entonces existe
una sucesion {x, t,en C A tal que x,, — .

Proposicidn 5.3. Los espacios métricos son espacios de Fréchet (ver Proposicion 2.4).

Ejemplo 5.4. El espacio (R, 7¢) definido en Proposicién 1.37 no es de Fréchet. Para

mostrarlo consideremos el conjunto A = R — ({0} U{= : n € N}). Probaremos primero

que 0 € Clg(A). Sea U € U tal que 0 € U. Si U € 7(,p), existe 6 > 0 tal que

0 € (—4,0) CU. Como (—4,0) C UN A concluimos que ANU # (. Si U € W, existe

F € P(tur)) tal que U = {0} U F. De que F' € P(7(,r)) tenemos que F' € Tur) ¥

que existe M € N tal que % € F, para cada n > M. Luego % € U, para cadan > M.
1

Sea K € N tal que K > M, entonces 7= € F, y dado que F' € 7(,), existe 6 > 0

tal que (% — 0, % + 5) C F c U. Debido a la propiedad de densidad de los nimeros

irracionales con la topologia usual de R, existe a € I tal que a € (% — 0, % + 5) NA, es

23



54 CAPITULO 5. ESPACIOS TOPOLOGICOS DE FRECHET

decir ANU # (). En cualquier caso se concluye que 0 € Clg(A). Pero ninguna sucesién
de elementos de A puede converger a 0 (ver Proposicién 2.5). Por lo tanto (R, 74) no es
de Fréchet.

Teorema 5.5. Ser de Fréchet es una propiedad hereditaria.

Demostracién. Sea (X, 7x) un espacio topolédgico de Fréchet y A C X. Mostraremos
que (A, 74) también es de Fréchet. Sea W C Ay x € A tal que © € Cly(IV). Como
Cla(W) = Clx(W) N A entonces x € Clx(W). Por ser (X, 7x) un espacio topolégico
de Fréchet, existe {x,}neny € W tal que x, — = en X. Sea P € 74 tal que z € P.
Entonces P = ANV para algin V' € 7x. Asi que z € V. De esta manera existe m € N
tal que x,, € V para cada n > m, y dado que W C A, entonces x,, € VN A = P para
cada n > m, es decir, z,, — x en A. En conclusién (A, 74) es de Fréchet. n

Teorema 5.6. Los espacios topologicos de Fréchet son secuenciales.

Demostracién. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico de Fréchet. Mostraremos que (X, 7x)
es secuencial utilizando el Teorema 4.4. Sea W C X secuencialmente cerrado.
Veremos que W es cerrado en X probando que W = Clx(W). El inciso ii) de la
Proposicién 1.13 asegura que W C Clx (W) falta ver que W O Clx(W). Sea x €
Clx(W). Dado que (X, 7x) es un espacio topoldgico de Fréchet, existe {x, }nen C W
tal que x,, — x. Puesto que W es secuencialmente cerrado, tenemos que z € W.
Entonces Clx (W) C W. Asi, W = Clx(W). Por lo tanto (X, 7x) un espacio topoldgico
secuencial. O

La siguiente proposicion es inmediata de la Proposicién 5.3 y del Teorema 5.6.
Proposicién 5.7. Los espacios métricos son secuenciales.

El siguiente ejemplo muestra que un espacio secuencial no necesariamente es un
espacio de Fréchet.

Ejemplo 5.8. El espacio (M, 7,) es secuencial (ver Proposicién 1.41 y Ejemplo 4.16) y
no es de Fréchet. Sea A el conjunto de puntos aislados de M. La Proposicién 2.6 asegura
que ninguna sucesion de puntos de A converge a (0, 0). Probaremos que (0,0) € Cly(A).
Sea U € 7, tal que (0,0) € U. Por inciso vi) de Proposicién 1.41 existen m € Ny
h € NN tal que (0,0) € Q7 C U Como QT N A # () entonces U N A # . Asi que
(0,0) € Cly(A). Concluimos que el espacio (M, 7,) no es de Fréchet.

Corolario 5.9. Todo espacio de Fréchet tiene estrechez numerable.

Demostracién. Sea (X, 7) es un espacio de Fréchet. El Teorema 5.6 asegura que (X, 7)
es un espacio secuencial. El Teorema 4.12 garantiza que (X, 7) tiene estrechez numera-

ble. O

Teorema 5.10. Sea (X, 7x) un espacio secuencial. Cada subespacio de X es secuencial
siy solo si (X, 7x) es un espacio de Fréchet.



5.1. ESPACIOS DE FRECHET Y FUNCIONES CONTINUAS 25

Demostraciéon. Supongamos que cada subespacio de X es secuencial. Sean A C X y
xr € X tal que x € Clx(A). Supongamos que x ¢ A. Por hipétesis el subespacio AU{x}
es secuencial. Veremos que A no es secuencialmente cerrado en AU{x}. Supongamos lo
contrario, que A es secuencialmente cerrado en AU{x}. Entonces A es cerrado en AU{z},
por lo que existe C' C X cerrado en X tal que A = CN(AU{z}) = (CNA)U(CN{z}).
Notemos que = ¢ C, porque de lo contrario se tiene que C' N {z} = {z}, entonces
A= (CNA)U{x} y por lo tanto x € A, lo cual no es posible. Entonces A = C' N A.
Esto implica que A C C. De esta manera se satisface que Clx(A) C C'y luego z € C,
contradiccién. Asi, A no es secuencialmente cerrado en AU {x}. Se deduce que existe
una sucesion {wy, }nen C A tal que w,, — x en AU{z} (ver Proposicién 4.10). M4s atn,
w, — z en X. De cualquier caso se puede concluir que (X, 7x) es un espacio de Fréchet.

Reciprocamente, supongamos que (X,7x) es un espacio de Fréchet. Sea W C X,
(W, Tw) es un espacio de Fréchet por el Teorema 5.5. El Teorena 5.6 garantiza que
los espacios de Fréchet son secuenciales. Asi, (W, ) es un espacio secuencial. Por lo
tanto cada subespacio de X es secuencial. O

5.1. Espacios de Fréchet y funciones continuas

Proposicién 5.11. Sean (X, 7x) un espacio de Fréchet, (Y, y) un espacio topoldgico
y f: X =Y una funcion. Entonces [ es continua si y sélo si para cada sucesion
{Zn}neny C X tal que z,, — x, se tiene que f(x,) — f(x).

Demostracién. El Torema 5.6 asegura que (X, 7x) es un espacio secuencial. De la
Proposicién 4.13 obtenemos inmediatamente la prueba de este resultado. O

Teorema 5.12. Sean (X,7x) un espacio topolégico de Fréchet, (Y,Ty) un espacio
topoldgico arbitrario, f : X — Y wuna funcion continua y g : Y — X wuna funcion
continua tales que f o g = Idy. Entonces (Y, Ty) es de Fréchet.

Demostracién. Sean B C Y y b € Cly(B). Entonces g(b) € g(Cly(B)). Como g es
una funcién continua, el Teorema 1.14 garantiza que g(Cly(B)) C Clx(g(B)). Esto
implica que g(b) € Clx(g(B)). Dado que (X, 7x) es un espacio topolégico de Fréchet,
existe una sucesion {wy, fnen C g(B) tal que w, — g(b). Asi, f({w,}nen) C f(g9(B)) =
B. Tenemos que f es una funcién continua. La Proposicién 5.11 asegura que { f (wy,) }nen
es una sucesiéon en B tal que f(w,) = f(g(b)). De que f(g(b)) = Idy(b) = b se tiene
que f(w,) — b. Por lo tanto (Y, 7y) es un espacio de Fréchet. ]

Teorema 5.13. La imagen pseudo-abierta de un espacio de Fréchet es de Fréchet.

Demostracién. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. Supongamos que (X, 7x)
es de Fréchet y que existe f : X — Y una funcién pseudo-abierta. Sean W C Yy w e Y
tal que w € Cly(W). Veremos que f~'({w}) N Clx(f~1(W)) # 0 por contradiccién.
Si f7'{w}) N Clx(f~1(W)) = 0, entonces f~1({w}) € X — Clx(f~'(W)) € 7x.
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Asi, w € inty (f(X — Clx(f~1(W)))) porque f es una funcién pseudo-abierta. De que
w e Cly(W) y w € inty (f(X —=Clx(f~*(W)))), inty (f(X —Clx(f~H(W))))NW # 0.
De la inclusién inty (f (X —Clx (f~*(W))NW C f(X=Clx(f~(W)))NW se tiene que
F(X =Clx(f~Y(W)))NW = (, esto no es posible por la Proposicién 1.16. Por lo tanto

T{w}) N Clx(f~1(W)) # 0. Asi, existe algiin punto p € f~({w}) N Clx(f~H(W)).
Como (X, Tx) es un espacio de Fréchet existe una sucesién {g, }nen C f~H(W) tal que
gn — p. Dado que f es una funcién continua, la Proposicién 5.11 asegura que { f(¢,) }nen
es una sucesién en W tal que f(g,) — f(p). Més atin, como p € f~!'({w}) tenemos
que f(p) = w, es decir, {f(gn)}nen es una sucesién en W tal que f(g,) — w. Entonces
(Y, 7y) es un espacio de Fréchet. O

Ejemplo 5.14. El espacio S(w) (ver Proposicién 1.44) es de Fréchet. Tenemos que
(S x N, Tgxn) es un subespacio del espacio métrico (R?, 7(,r2)), la Proposicién 1.70
asegura que (S x N, 7g¢yn) es un espacio métrico. La Proposicién 5.3 garantiza que
(SxN, T75«n) es un espacio de Fréchet. La Proposicién 1.58 implica que g : SXN — S(w)
es una funcién pseudo-abierta. Del Teorema 5.13 se deduce que S(w) es de Fréchet.

Corolario 5.15. La imagen abierta o cerrada de un espacio de Fréchet es de Fréchet.

Demostracion. La Proposicion 1.57 asegura que toda funcién suprayectiva abierta o
cerrada es una funcién pseudo-abierta. El Teorema 5.13 concluye la prueba. O]

Proposicién 5.16. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico de Fréchet y de Hausdorff y
(Y, 7v) un espacio topoldgico de Hausdorff. Si f : X — Y es una funcion cociente,
entonces (Y, Ty) es un espacio de Fréchet si y sdlo si f es una funcion pseudo-abierta.

Demostracién. Supongamos que (Y, 7y) es un espacio de Fréchet. Mostraremos que
f es una funcién pseudo-abierta. Por hipdtesis tenemos que f es una funcién cociente,
esto significa f es una funcién continua y suprayectiva. Ahora, sean y € Y y U € 7x
tal que f~*({y}) C U. Supongamos que y ¢ inty (f(U)). Entonces y € Cly (Y — f(U)).
De donde existe una sucesién {w, },en tal que {w, ey C Y — f(U) v que satisface
que w, — y. Sean A = {w, : n € N} y B = f7'(A). Demostraremos que B es un
subconjunto cerrado de X viendo que Clx(B) C BUf '({y}) y Clx(B)Nf*({y}) =
Primero, como f~!({y}) C U, se tiene que y € f(U). Dado que A C Y — f(U),
y ¢ A. Puesto que w, — y, y es un punto limite de A. Sabemos que (Y,7y) es un
espacio de Hausdorff por hipétesis. La Proposicién 6.16 garantiza que y es el tnico
punto limite de A. El Teorema 1.30 asegura que Cly(A) = AU {y}. Debido a que f
es una funcién continua, del Teorema 1.15 tenemos que Clx(f~1(A)) C f L(Cly(A)).
Entonces f~(Cly(A)) = fTH(AU{y}) = [T (AU ({y}) = BUf({y}). Por lo
tanto Clx(f~1(A)) € BU f~'({y}), es decir, Cix(B) € BU f~*({y}). Recordemos
que A CY — f(U), entonces f(U) CY — A, luego f~1(f(U)) C f~H(Y — A). Como
Uc ), FIY—A) = fUY) = U 4) vy fY) = X, obtenemos
Y A) € X — U, es decir, BC X —U. Como X — U es un conjunto cerrado en X,
entonces Cly(B) C Clx(X —U) = X —U. Asi deducimos que Clx(B)NU = (). De que
“1({y}) C U sesigue que Clx(B)Nf~*({y}) = 0. Tenemos que Clx(B) C BUf*({y})
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y Clx(B) € X — f~'({y}), por lo que Clx(B) = B. Finalmente, observemos que
X—-B=X-fYA) =)= fYA) = 7YY — A), as{ que f71(Y — A) € 7x.
De la hipotesis sobre f se concluye que Y — A € 1y. Por lo que A es cerrado en Y, es
decir, Cly(A) = A. Puesto que Cly(A) = AU {y}, entonces y € Cly(A). Asi, y € A,
de donde y € Y — f(U), contradiciendo la eleccién f~1({y}) C U. Esta contradiccién
surgi6 de suponer que y ¢ inty (f(U)). Concluimos que y € inty (f(U)). Por lo tanto f
es una funcién pseudo-abierta.

La segunda parte de esta proposicion es inmediata del Teorema 5.13. O

Teorema 5.17. Sea (Y, 7y) un espacio topolégico de Hausdorff. Entonces (Y, 7y) es de
Fréchet si y sélo si existen un espacio métrico (X, Tx) y una funcion pseudo-abierta
f: X =Y.

Demostracién. Supongamos que (Y, 7y) es un espacio de Fréchet y de Hausdorff.
Del Teorema 5.6 se deduce que (Y, 7y) es secuencial. Entonces por el Teorema 4.17
existe un espacio métrico (X, 7x) y una funcién cociente f : X — Y. Como (X, 7x) es
métrico, la Proposicién 5.3 y la Proposicién 1.69 garantizan que (X, 7x) es Fréchet y
de Hausdorff. De la Proposicion 5.16 de deduce que f es una funcion pseudo-abierta.

Reciprocamente, supongamos que existen un espacio métrico (X,7yx) y una funcién
pseudo - abierta f : X — Y. Como (X, Tx) es un espacio métrico, la Proposicién 5.3
y la Proposicién 1.69 aseguran que (X, 7y) es un espacio de Fréchet y de Hausdorff.
Ademds, como f es una funcién pseudo-abierta, del Teorema 5.13 se deduce que (Y, 7y)
es un espacio de Fréchet. O

5.2. Estructuras topolégicas y ser Fréchet
Teorema 5.18. La suma topoldgica de espacios de Fréchet es de Fréchet.

Demostracién. Sea {(X,,7,) : @ € I} una familia de espacios topoldgicos de Fréchet

ajenos dos a dos. Mostraremos que @ X, es de Fréchet. Sean W C X y x € Clx(W).
acl
Entonces existe k € I tal que x € X,,. Probaremos que z € Cly, (W). Sea U € 7x, tal

que = € U. Entonces U € 7 tal que z € U. De esta manera tenemos que U N W # (),
por lo que z € Clx, (W NX,). De que cada espacio de la familia es de Fréchet se deduce
que existe {a,}neny € W N X, tal que a, — x en (X, 7,). Verificaremos que a,, — x

en @ X,. Sea Ve 7 tal que x € V. Asi, VN X, € 7 tal que x € VN X, de donde
acl

deducimos que existe r € N tal que a,, € V N X, para cada n > r. Por lo tanto a,, — =
en P X,. O
acl

El siguiente ejemplo muestra que el producto de dos espacios topolégicos de Fréchet
no necesariamente es de Fréchet.
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Ejemplo 5.19. Consideremos el espacio S(w) definido en la Proposicién 1.44, el
subespacio (S,7g) de (R, 7r)) v el espacio topolégico (S(w) x S, Tsw)xs). El
Ejemplo 5.14 asegura que S(w) es un espacio de Fréchet. De que (R, 7, r)) es un espacio
métrico y de la Proposicién 1.70 se tiene que (S, 7s) es métrico. De la Proposicién 5.3
se deduce que (S, 7s) es un espacio de Fréchet. Consideremos al conjunto Z definido
en el Ejemplo 2.7. Probaremos que ((0,0),0) € Clguyxs(Z). Sea U € Tsw)xs tal que
((0,0),0) € U. Por inciso iv) de Proposicién 1.44 y por Lema 1.35 existen una funcién
e: N— Ny M e N tales que ¥, x Sy; C U. El hecho de que (%,ﬁ) € FE); para
cada n € N garantiza que (£, =) € W, N Ey sin > e(M). Como U N (Ey x {55}) =
(Te x Sur) N (Ey X {55}) = (e N En) x (SuN{g}) = (PN Ey) x {55} se sigue
que ((ﬁ,m), L) € (V. N Ey) x {55} Esto implica que U N (Ey x {3;}) # 0.
Puesto que Ey x {57} C Z se tiene que U N (Ey % {5}) € U N Z. Se concluye que
ZNU # 0. Por lo tanto ((0,0),0) € Clg)xs(Z). Pero ninguna sucesiéon de elementos
de Z converge a ((0,0),0) (ver Ejemplo 2.7).



Capitulo 6

Espacios topoldgicos Primero
Numerables

Este capitulo presenta un breve estudio de los espacios primero numerables. Incluye
resultados tiles para decidir si un espacio topolégico dado es o no primero numerable.
Describe algunas funciones que preservan la primero numerabilidad. Expone algunas
estructuras topoldgicas primero numerables como la suma topoldgica y el producto de
espacios topoldgicos primero numerables. Finalmente, analiza la relacion que hay con
los espacios de estrechez numerable, secuenciales y de Fréchet.

Definicién 6.1. Un espacio topoldgico (X, 7) es primero numerable, si cada xz € X
tiene una base local a lo méas numerable.

Ejemplo 6.2. Sea X un conjunto a lo mas numerable. El espacio topoldgico cofinito
(X, Teof) €s primero numerable. Sean x € X y B={X - F:F e F(X — {z})}. Por
definicién del conjunto B, deducimos que x € B para cada B € B.

Si W € B, entonces existe G € F(X — {z}) tal que W = X — G, luego W C X
es tal que X — W = (G, de donde se concluye que W € 7.,¢. Por lo tanto B C 7.y.

Para cada V' € 7. tal que x € V, tenemos que {z} C V, de donde X —V C X — {z},
entonces X —V € F(X — {z}). Dado que V. =X — (X — V), entonces V € B.

Finalmente, para cada n € N definamos F,, = {X — F : F € F,(X — {z})}. Asi,

E,, es numerable para todo n € N. Ademas B = U FE,, es decir, B es unién numerable

neN
de conjuntos numerables. Entonces B es numerable. Por lo tanto B es una base local

a lo mas numerable de z. Y como z fue arbitrario, podemos concluir que (X, 7.,f) es
primero numerable.

Ejemplo 6.3. Sea X un conjunto infinito no numerable, es decir, tal que |X| > w.
Entonces el espacio topoldgico (X, 7.) no es primero numerable. Supongamos que

29
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(X, Teor) st es primero numerable. Sea zy € X. Entonces z tiene una base local a lo
mas numerable, digamos H. Tenemos que X — H es finito para cada H € H, luego
U X — H es a lo mas numerable. Sea £ = U X — H, entonces L C X, de este

HeH HeM
modo existe w € X tal que w ¢ L, es decir, X — £ # (). Notemos que g € X — L

porque xg € H para cada H € H. La infinidad no numerable de X permite escoger
a € X — L tal que a # xp. Como {a} es un conjunto finito, entonces X — {a} € 7.of
tal que zg € X — {a}, asi que, existe ' € H tal que zp € F'y FF C X — {a}, de donde
se deduce que {a} C X — F y, dado que X — F' C U X — H, se tiene que a € L, lo

HeH
cual es una contradiccion.

Observacién 6.4. Del Ejemplo 6.2 y del Ejemplo 6.3 se deduce que (X, 7.,f) es primero
numerable si y sélo si X es a lo mas numerable.

Lema 6.5. Sean (X, 7) un espacio primero numerable y x € X. Si B es una base
local de x en X, entonces existe una subfamilia numerable B' de B tal que B’ es base
local de x en X.

Demostracién. Como (X, 7) es espacio primero numerable, entonces x tiene una base
local D a lo mas numerable. Para cada D € D existe Bp € B tal que v € Bp C D.
Sea B'={Bp € B: D € D}. Entonces B’ C By B’ es a lo mas numerable. Ahora, sea
U € 1 tal que x € U, entonces existe D € Dtalquex € D CU. Asi,z € Bp C D CU.
Por lo tanto B’ es base local de  en X. O]

Teorema 6.6. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces (X, T) es primero numerable
sty solo si para cada x € X existe U = {U, : n € N} C 7 tal que U es base local de
re Xy Uy CU, para cada n € N.

Demostracién. Supongamos que (X, 7) es primero numerable y sea x € X, entonces
x tiene una base local a lo més numerable, sea B = {B,, : n € N} dicha base. Para cada

n € N definamos U,, = ﬂ B; 'y consideremos el conjunto U = {U, : n € N } Sea

=1
W e U. Entonces W = U, para algin m € N. Dado que B C 7, se sigue que B, € T
para cada n € N, entonces W € 7, por lo tanto U4 C 7. Dado que x € B, para cada
n € N, entonces x € U, para cada n € N. Ahora sea V € 7 tal que = € V, entonces

existe z € N tal que x € B, C V. De que U, C B, se tiene que x € U, C V. Por lo
n+1 n

tanto U es base local de x. Finalmente, como ﬂ B; C ﬂ B; para cada n € N, entonces
i=1 i=1
U,+1 C U, para cada n € N.

Reciprocamente, supongamos que para cada x € X existe Y = {U, : n € N} C 7
tal que U es base local de x € X y U,41 C U, para cada n € N. Entonces (X, 7) es
primero numerable, porque U es a lo méas numerable. O
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Proposicién 6.7. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Entonces (X,T) es primero
numerable si y solo si (Y, 1y) es primero numerable para cadaY C X.

Demostracién. Supongamos que (X, 7T) es primero numerable. Sean Y C X y y €
Y. Entonces y € X, luego y tiene una base local a lo mas numerable, digamos B.
Consideremos el conjunto By = {Y N B : B € B}. Vamos a demostrar que B, es una
base local de y en (Y, 7y). En primer lugar observemos que si W € By, existe A € B tal
que W =Y N A, es decir, existe A € 7 tal que W =Y N A. Asi, W € 1y. Por lo tanto
By C 7v. Por otro lado, sea U € 1y tal que y € U, existe G e T tal que U =Y NG y
y € G. Dado que B es base local a lo méds numerable de y en (X, 7), existe P € B tal
que y € P C G. Esto implica quey € PNY C GNY.SeaV =Y NP, entonces V € B
es tal que y € V C U. Finalmente, de que B es base local a lo mas numerable de y en
(X, 1), se tiene que y € B para cada B € B. Se sigue que y € Y N B para todo B € B.
De esta manera, y € [ para cada § € By. Ademas, como B es a lo mas numerable,
aseguramos que By es a lo mas numerable. Deducimos que By es una base local a lo mas
numerable de y en (Y, 7y). Concluimos que (Y, 7y) es primero numerable.

Reciprocamente, supongamos que (Y, 7y) es primero numerable para cada Y C X.
Como X C X, entonces (X, Tx) es primero numerable. Por lo tanto (X, 7) es primero
numerable. O

Teorema 6.8. Todo espacio primero numerable es de Fréchet.

Demostracién. Sean (X, 7) un espacio topolégico primero numerable, E C X y z €
Clx(F). Vamos a demostrar que existe una sucesioén {x, },en C E tal que z,, — x. Como
(X,7) es primero numerable, entonces por el Teorema 6.6
existe U = {U, : n € N} C 7 tal que U es base local de x € X y U,y1 C U,,
para cada n € N. Como x € Clx(F), se deduce que U, N E # () para cada n € N.
Sea z, € U, N E para cada n € N. Asi, {z,},en es una sucesién de elementos en F.
Probaremos que z, — z. Si V € 71 tal que = € V, nuestra elecciéon de U asegura que
existe k € N tal que x € U, C V vy, si n > k entonces U,, C Uy, por lo tanto z, € U
para cada n > k, se deduce que z, € V para cada n > k. Es decir, z, — z. Concluimos
que (X, 7) es un espacio de Fréchet. ]

El siguiente ejemplo muestra que la proposiciéon reciproca del Teorema 6.8 no siempre
se satisface.

Ejemplo 6.9. El espacio S(w) (ver Proposicién 1.44) no es primero numerable. De lo
contrario, el Lema 6.5 implica que existe F € N(NV) tal que {¥}, : h € F} es base
local de (0,0) en S(w)(ver inciso iv) de Proposicién 1.44). Sin pérdida de generalidad
supongamos que F = {h, € NN : 1, es funcién, n € N}. Consideremos la funcién

H : N — N definida mediante H(n) = h,(n)+1. Entonces ¥y € 7, tal que (0,0) € VUy.

Asi, existe j € N tal que (0,0) € ¥, C ¥y. Por lo que <hj1(j)7m> € Uy, de este
11 (1,1

hj(3) hj(5)i T Ts

modo existen s, € N con r > H(s) tales que ( ), de esto deducimos
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que r = h;(j) y que j = s. Entonces h;(j) > H(j), esto no es posible. Por lo tanto S(w)
no es primero numerable.

Teorema 6.10. Todo espacio métrico es primero numerable.

Demostracién. Sean (X,p) un espacio métrico y = € X. Entonces la familia
B ={Bi(z):n € N} es una base local numerable de z. O

Corolario 6.11. Todo espacio metrizable tiene estrechez numerable.

Demostracién. Sea (X, 7) un espacio metrizable. Por el Ejemplo 5.3, (X,7) es un
espacio de Fréchet. El Corolario 5.9 implica que (X, 7) tiene estrechez numerable. [J

La siguiente proposicion es inmediata de los Teoremas 5.6 y 6.8.
Proposicion 6.12. Los espacios topologicos primero numerable son secuenciales.
Corolario 6.13. Los espacios metrizables son espacios secuenciales.

Demostracion. Los espacios metrizables son espacios primero numerables. La Propo-
sicion 6.12 implica que son espacios secuenciales. O

Ejemplo 6.14. Sean (R, 7.,7), ACR y w e R tal que w € Clg(A).

CASO I. A es finito.

Entonces A es cerrado en (R, 7.,f), es decir, A = Clg(A), asi que w € A y asi basta
considerar la sucesién constante {w},ecn, esta es una sucesién en A que converge a w.
CASO II. A es infinito.

Entonces existe W C A infinito numerable, digamos W = {w,, : n € N}. Consideremos
la sucesion {wy, }neny C A. Entonces w,, — r para cada r € R. En particular, w, — w.
Por lo tanto (R, 7.y) es un espacio de Fréchet que no es primero numerable.

Ejemplo 6.15. El espacio topolégico (R, 7.,,) no es primero numerable. Supongamos si
lo es, entonces cada niimero real tiene una base local a lo mas numerable. En particular
0 tiene una base local a lo méds numerable, digamos By = {B,, : n € N}. De esto se

tiene que para cadan € N, R — B, es a lo mas numerable. Asi, U R — B, es a lo mas

neN
numerable. Se sigue que U R—B,, € R. Por lo que existe w € R tal que w ¢ U R—B,.
neN neN
Sabemos que U R—-B,=R- ﬂ B, yque0 € ﬂ B,,. Deducimos que 0 ¢ R — ﬂ B,.
neN neN neN neN

Debido a que R es no numerable podemos elegir w # 0. Tomemos que R — {w} € Teon.

Es claro que 0 € R — {w}. El hecho de que By es base local a lo mas numerable de 0,

implica que existe m € N de modo que 0 € B,, C R — {w}. Equivalentemente

{w} ¢ R - B, . Dado que R — B,, C UR—Bn se tiene que {w} C UR—Bn.
neN neN

Luego, w € U R — B,, lo cual no es posible. Por lo tanto el espacio topoldgico (R, 7o)

neN
no es primero numerable.
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Proposicién 6.16. Sean (X,7x) un espacio topoldgico de Hausdorff, {x,}nen una
sucesion en X y x, y € X tales que x,, - y =z, = y. Entonces x =y.

Demostracién. Haremos la prueba por contradiccion. Supongamos que x # y. Por ser
(X, 7x) un espacio topoldgico de Hausdorff, existen U,V € 7y tales que z € U,y € V
yUNV =0. Como z,, -z yx € U, existe N, € N tal que x,, € U para cadan > N, y
analogamente, como x, —» y vy € V, existe N, € N tal que z,, € V para cada n > N,,.
Sea N = méx{N,, N,}. Entonces x,, € U NV para cadan > N, asi que UNV # (), lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto x = y. O

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de la Proposicién 6.16 no siempre se
cumple.

Ejemplo 6.17. Existe un espacio con limites secuenciales 1inicos que no es 7T5.
Consideremos el conjunto R con la topologia conumerable. Sean z € R y {z,}h,en una
sucesion en R tal que x, — x. Como U = {z} U (R — {z,, : n € N}) € 7, es tal que
x € U, existe m € N tal que x,, € U para cada n > m, de esto tenemos que z,, = =
para cada n > m. Entonces las sucesiones convergentes son eventualmente constantes.
Asi, los limites secuenciales son unicos. Por otro lado, supongamos que (R, 7..,) es de
Hausdorff. Sean z,y € R tales que = # y. Entonces existen U,, U, € T,,, de manera que
reU,yeU,y U.NU, = 0. De aqui se tiene que U, C R — U,. Dado que R — U,
es a lo mas numerable deducimos que U, es a lo mas numerable. Como R — U, es un
conjunto a lo mas numerable, entonces R = U, U (R — U,) es a lo mas numerable, lo
cual es falso. Por lo tanto (R, 7.,,) no es de Hausdorft.

Proposiciéon 6.18. Sea (X,7) un espacio topoldgico primero numerable. Entonces
(X, 7) es un espacio de Hausdorff si y sdlo si los limites secuenciales en X son unicos.

Demostracién. De la Proposicién 6.16 tenemos que si (X,7) es un espacio de
Hausdorff entonces los limites secuenciales en X son 1nicos.

Ahora, supongamos que (X,7) es un espacio topoldgico primero numerable y que
los limites secuenciales en X son tdnicos. Mostraremos que (X,7) es un espacio de
Hausdorff. Supongamos que no lo es, entonces existen z,y € X tales que x # y y para
cada U € 7 tal que x € U se tiene que U NV # () para cada V € 7 tal que y € V.
Como (X, 7) es un espacio topolégico primero numerable, entonces por el Teorema 6.6
existe U, = {U, : n € N} C 7 tal que U, es base local de x € X' y U,y C U,, para
cada n € N. Analogamente, existe V, = {V,, : n € N} C 7 tal que V, es base local
deye Xy V,y1 CV,, para cada n € N. Entonces para cada n € N se satisface que
U,NV, # 0. Asi que para cada n € N existe z,, € U, NV, mds atin, la sucesion {z, hen
tiene las siguientes caracteristicas:

1. {Zn}neN — T
En efecto, sea P € 7 tal que x € P, como U, es base local de = entonces existe
Jj € Ntal que x € U; C P, dado que U,4; C U, para cadan € Ny que z, € Uy,
para cada n € N tenemos que z,, € P para cada m > j.
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1. {Zn}nEN —Y
Sea () € 7 tal que y € @), como V, es base local de y entonces existe & € N tal
que y € Vi C @, dado que V,, .1 C V,, para cadan € N y que z, € V,, para cada
n € N tenemos que z, € () para cada n > k.

Como los limites secuenciales en X son unicos deducimos que x = vy, lo cual no es
posible. Por lo tanto (X, 7) es un espacio de Hausdorff. H

6.1. Espacios primero numerables y funciones
continuas

La imagen continua de un espacio primero numerable no es primero numerable y lo
mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.19. La funcién f : (R, 74s) = (R, 7.s) definida mediante f(r) = r tiene
las siguientes propiedades:

a) f es continua, porque si U € T, como f~HU) C R entonces f~1(U) € Tys.
b) f es suprayectiva pues es la funcién identidad.

¢) f no es abierta, notemos que {2} € 74, pero f({2}) = {2} ¢ 7.5 porque R — {2}
no es finito.

Pero el espacio (R, 7.) 1o es primero numerable (ver Ejemplo 6.3).

El siguiente ejemplo muestra la existencia de una funcién abierta de un espacio
primero numerable en un espacio que no lo es.

Ejemplo 6.20. La funcién f : (R, 7j4) — (R, Teon) definida mediante f(r) = r tiene
las siguientes propiedades:

a) f esabierta, f(0) =0 y f(R)=R.

b) f es suprayectiva pues es la funcién identidad.

c) f no es continua, porque R — N € 7, pero f /(R —N) =R — N ¢ 7;,.4.
Sin embargo, el espacio (R, 7,,,) no es primero numerable (ver Ejemplo 6.15).
Teorema 6.21. Sean (X,7x) un espacio topoldgico primero numerable, (Y, Ty) un

espacio topologico arbitrario, f : X — Y 'y g Y — X funciones continuas
tales que f o g = Idy. Entonces (Y, Ty) es primero numerable.
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Demostracién. Sea y € Y. Dado que (X, 7x) es primero numerable, existe una base
local a lo mas numerable para g(y), digamos By, = {V; : i € N}. Consideremos el
conjunto B, = {g7(V;) : i € Ny V; € By} Veremos que B, es base local de y en
Y. La continuidad de g garantiza que B, C 7y. Ademds, y € U para cada U € B,,.
Finalmente, sea V' € 7y tal que y € V, como f es una funcién continua se sigue que
fHV) € 7x. Como y = Idy(y) = (f o 9)(y) = f(g(y)) entonces g(y) € f~'(V), de
donde existe r € N tal que g(y) € V., C f~1(V), asf que y € g71(V,) C g~ (f~1(V)).
Como g~ '(f~(V)) = (g7 o fT)(V) = (fog) (V) = Idy'(V) = Idy(V) =V,
entonces y € g~ (V,) C V' y, dado que g~ *(V,) € By, concluimos que (Y, 7y) es primero
numerable. O

Teorema 6.22. Sean (X,7x) un espacio topoldgico, (Y,Ty) un espacio topoldgico
primero numerable, f : X — Y wuna funcion tal que {f(U) : U € 7x} C 17v ¥
g:Y — X una funcidn que satisface que {g(V'):V € 7v} C 7x tales que go f = Idy.
Entonces (X, Tx) es primero numerable.

Demostracion. Sea x € X. De la primero numerabilidad de Y existe una base local
a lo mds numerable de f(x) digamos By, = {f, : n € N}. Consideremos la coleccién
B ={g(Bn) : n € N}. Demostraremos que B es una base local a lo mas numerable de x
en X. Nuestra suposicion sobre la funcion g garantiza que B C 7x. Ahora, sea U € Tx tal
que z € U. Asi, f(x) € f(U) € 1y. Por lo tanto existe s € N tal que f(z) € g; C f(U).
Entonces g(f(x)) € g(Bs) C g(f(U)), es decir, (go f)(z) € g(Bs) C (9o f)(U). Luego,
Idx(x) € g(Bs) C Idx(U). Por lo que z € ¢g(f;s) C U. Finalmente, como f(z) € 3, para
cadan € N deducimos que ¢g(f(z)) € g(8,) para cadan € N, es decir, (go f)(x) € g(5,)
para cada n € N. Esto implica que Idx(z) € ¢(f,) para cada n € N. Por lo tanto
x € g(f,) para cada n € N. Dado que By(,) es a lo mas numerable, B es una base local
a lo mas numerable de z en X. Esto significa que (X, 7x) es primero numerable. O

Teorema 6.23. La imagen abierta de un espacio primero numerable
es primero numerable.

Demostracién. Sean (X, 7x) un espacio topolégico primero numerable, (Y, 7y) un
espacio topologico arbitrario y f : X — Y una funcién abierta y sobreyectiva. Sea
y € Y, entonces existe x € X tal que f(z) =y pues f es suprayectiva. Como (X, 7x)
es primero numerable, entonces existe ¥V, una base local a lo mas numerable de z.
Consideremos el conjunto P = {f(IW) : W € W, }, observemos que:

1. Si K € P, entonces existe U € W, tal que K = f(U), como W, es una base local
a lo mas numerable de = tenemos que U € 7x, luego f(U) € 1y pues f es una
funcion abierta, es decir, K € 1y. Por lo tanto P C 7y.

2. Sea V € 1y tal que y € V, entonces € f~*(V). Como f es una funcién abierta
se tiene que también es una funcién continua, asi que f~1(V) € 7x. Como W, es
base local de z, existe G € W, talquex € Gy G C f~1(V), entonces f(x) € f(G)
y f(G) C V, es decir, existe G € W, tal que y € f(G) C V.
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Por lo tanto P es una base local a lo mas numerable de y. La eleccién arbitraria de y
permite concluir que (Y, 7y) es un espacio topolégico primero numerable. O

Proposicién 6.24. Ser primero numerable es una propiedad topolégica.

Demostracién. Sean (X, 7x) un espacio topolégico primero numerable y (Y, 7y) un
espacio topoldgico arbitrario tal que existe un homeomorfismo f : X — Y. Entonces f
es una funcién abierta. El Teorema 6.23 garantiza que (Y, 7y) es un espacio topoldgico
primero numerable. Por lo tanto, ser primero numerable es una propiedad topoldgica.

O

6.2. Estructuras topoldgicas y primero numerabili-
dad

Proposicion 6.25. FEl producto a lo mds numerable de espacios primero numerables
es primero numerable.

Demostracién. Sea I un conjunto numerable de indices. Supongamos que (X, 7o) €s
un espacio topoldgico primero numerable para cada a € I. Sea 7, la topologia producto

sobre [ X,. Sea x € [] X,, entonces & = (x4)aer. Asi, z, € X, para cada a € I.
acl acl
Se sigue que para cada « € I, existe BB, base local a lo mas numerable de z, en X,.

Sea B, = ﬂ 7.1 (By) : J € F(I), B, € B, Ya € J}. Demostraremos que B, es base

acJ
local a lo mas numerable de z en el espacio producto.

i. Dado que B,, C 7, para cada a € I, entonces B, C 7.

ii. Sea U € 7, tal que z € U. Existe L € F(I) de modo que = € ﬂ ' (Uy) Cc Uy

a€l
donde U, € 7, para cada « € I. Luego, para cada o € L, existe B, € B, tal que

Ty € B, C U,. Tenemos que z € ﬂ 71 (By,) C ﬂ 7.1 (U,). Podemos escribir

acl acl
que existe Q) € B, tal que z € Q C U.

iii. Sea R € B,. Existe W € F(I) de manera que R = ﬂ 7 '(B,), donde B, € B,,

aceW
para cada o € W. De que z, € B, para cada a« € W y z, € X, para cada

a € I — W deducimos que z € R. Como R fue elegido arbitrario podemos
concluir que x € A para cada A € B,.

Por lo tanto B, es una base local a lo mas numerable de x en el espacio producto. [

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de ser una familia numerable es
esencial en el Teorema anterior.
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Ejemplo 6.26. El espacio RF no es primero numerable.
Tenemos que (R,7,) es un espacio primero numerable. Vamos a demostrar que RE
dotado de la topologia producto 7 no es primero numerable. Supongamos lo contrario,
que (R¥,7) es primero numerable. Sea B = {B,, : n € N} una base local de 0 en R¥.
Entonces, para cada n € N, existen J, € F(R) y {V»:m € J,} C 7, tales que
0e () m' (Vi) C B..
meJn
Por otro lado, tenemos que U J, es un subconjunto a lo méas numerable de R.
neN

Esto implica que U Jn € R. Es decir, existe r € R — U I

neN neN
Ahora, notemos que 0 € . '((—1,1)) € 7. Dado que B es base local de 0 en (R¥, 1),
existe n € N tal que 0 € B,, C . '((—1,1)). De aqui que ﬂ o (V) C mt((-1,1)).

Esta ultima contensién garantiza que R = T, ( ﬂ W%%V,Z)) C (—1,1), esto es una

me Jn
contradiccion.

Teorema 6.27. Sea (X,7) wun espacio topoldgico. Supongamos que C es
una cubierta abierta de X tal que cada elemento de C es primero numerable. Entonces
(X, 7) es primero numerable.

Demostracion. Como C es una cubierta abierta de X, entonces C C 7 tal que

X = U C. Sea x € X, entonces existe C, € C tal que x € C,. Se deduce que existe

cec
una base local a lo mds numerable B = {B,, : n € N} de x en el subespacio (C,, ¢, ).

Asi, para cada n € N existe V,, € 7 tal que B, = C, N V,. Entonces B,, € T para cada
n € N. Por lo tanto B es base local a lo mas numerable de x en (X, 7), es decir (X, 1)
es primero numerable. O

Corolario 6.28. La suma topologica de espacios topoldgicos primero numerables
es primero numerable.

Demostracién. Sea {(X,,7,) : a € I} una familia de espacios topoligicos
primero numerables ajenos dos a dos. Mostraremos que €@ X, es primero numerable.
acl
Recordemos que @ X, = (X,7) donde X = UXa y 7 ={{U Cc X
acl acl

UN X, € Ta, Va € I}. Notemos que {X, : @ € I} es una cubierta abierta de X.
Ademas (X, 7o) = (X4, Tx, ) para cada a € I. El Teorema 6.27 garantiza que @qer X,
es primero numerable. O
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